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SUJETS NATIONAUX

Exercice no 1 (Toutes séries)

Enoncé
Les bons nombres

On dit qu’un nombre entier supérieur ou égal à 2 est « bon » s’il peut s’écrire
comme la somme de nombres entiers naturels non nuls, distincts ou non, dont
la somme des inverses est égale à 1.
On dit qu’il est « mauvais » s’il n’est pas « bon ». Ainsi, par exemple :

• 2 = 1 + 1 et
1
1

+
1
1
6= 1, donc 2 est « mauvais » (la seule décomposition

possible pour 2 étant 1 + 1).

• 3 = 1+2 et
1
1

+
1
2
6= 1, 3 = 1+1+1 et

1
1

+
1
1

+
1
1
6= 1, donc 3 est également

« mauvais » (les deux décompositions possibles pour 3 ayant été examinées).

1. Déterminer pour chacun des nombres entiers de 4 à 10 s’il est « bon » ou
« mauvais ».

2. Montrer que le carré de tout nombre entier supérieur ou égal à 2 est « bon ».

3. Montrer que si n est « bon », alors 2n + 2 et 2n + 9 sont « bon ».

4. On admet que tous les nombres entiers de 24 à 55 sont « bon ». Qu’en est-il
de tout nombre entier supérieur ou égal à 56 ?

Solution
1. Pour répondre à cette question, nous ne considérerons que les décomposi-

tions des entiers compris entre 4 et 10 en sommes d’entiers ne faisant pas
apparaître le nombre 1, attendu que dans ces cas, la somme des inverses des
termes de la somme est strictement supérieure à 1.
La seule décomposition de 4 à considérer est : 4 = 2 + 2, pour laquelle la
somme des inverses des termes de la somme est 1. Donc 4 est un bon nombre.
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Dans la suite, on peut éliminer les décompositions comportant deux 2. La
seule décomposition de 5 à considérer est :

• 5 = 3+2, pour laquelle la somme des inverses des termes de la somme

est
5
6
.

Donc 5 est mauvais.
Les décompositions de 6 à considérer sont :

• 6 = 4+2, pour laquelle la somme des inverses des termes de la somme

est
3
4
.

• 6 = 3+3, pour laquelle la somme des inverses des termes de la somme

est
2
3
.

Donc 6 est mauvais.
Les décompositions de 7 à considérer sont :

• 7 = 5+2, pour laquelle la somme des inverses des termes de la somme

est
7
10

,
• 7 = 4+3, pour laquelle la somme des inverses des termes de la somme

est
7
12

.
Donc 7 est mauvais.

Parmi les décompositions de 8 à considérer figure :
• 8 = 2 + 4 + 4, pour laquelle la somme des inverses des termes de la
somme est 1.
Donc 8 est un bon nombre.

Parmi les décompositions de 9 à considérer figure :
• 9 = 3 + 3 + 3, pour laquelle la somme des inverses des termes de la
somme est 1.
Donc 9 est un bon nombre.

Dans la suite, on peut éliminer les décompositions comportant trois 3.
Parmi les décompositions de 10 figure :

• 10 = 4 + 4 + 2, pour laquelle la somme des inverses des termes de la
somme est 1.
Donc 10 est un bon nombre.

2. Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on peut écrire : n2 = n+n+n+
· · ·+n+n, somme de n termes. La somme de leurs inverses vaut 1. Donc n2

est un bon nombre.

3. Si n est un bon nombre, il existe une décomposition n = a + b + · · · + k

telle que
1
a

+
1
b

+ · · ·+ 1
k

= 1.

À la décomposition 2n = 2a + 2b + · · ·+ 2k est donc associée la somme
1
2
, et

donc à la décomposition 2n + 2 = 2a + 2b + · · ·+ 2k + 2 la somme 1.
2n + 2 est donc un bon nombre.
La même décomposition de 2n, associée à la décomposition 9 = 3+6, conduit
au résultat : 2n + 9 est un bon nombre.


