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SUJETS NATIONAUX

Exercice n° 1

Enoncé

Un problème de tas

On dispose de 7 objets que l’on répartit en autant de tas que l’on veut, chaque
tas contenant autant d'objets que l’on veut.
Une manipulation consiste à enlever un objet de chaque tas et à faire un nou-
veau tas des objets ainsi récupérés.

Exemple : une répartition possible au départ sera notée (4,3) elle signifie
qu'on a deux tas, l’un de 4 objets et l’autre de 3 objets après une
manipulation, on obtiendra donc la répartition (3,2,2)

Avertissement : on considère que les répartitions (4,3) et (3,4) sont iden-
tiques. De même les répartitions (3,2,2), (2,3,2) et (2,2,3)
sont identiques.

1. On place les 7 objets en un seul tas; la répartition est donc (7). Quelle
répartition obtiendra-t-on après 3 manipulations ? Après 7 manipulations ?
Après 11 manipulations ? Après 2007 manipulations ?

2. Ici, on ne connaît pas la répartition initiale, mais après 2007 manipulations,
on obtient la répartition (4,2,1).
Indiquer toutes les répartitions initiales possibles.

3. Paul et Virginie jouent ensemble. Au départ, Paul dispose les objets sans
montrer la répartition à Virginie. Puis il simule sur son ordinateur 2007
manipulations et ne montre à Virginie que la répartition finale. Il demande
alors à Virginie de deviner la répartition initiale. Virginie réfléchit et avoue
ne pas savoir répondre car elle hésite entre trois répartitions. Sachant que
Virginie a raisonné correctement, quelle répartition finale a-t-elle vue ?
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Solution

Le graphe ci-dessous donne l’évolution des répartitions à partir d’une réparti-
tion quelconque :

[LLL11,1,11%) 7 |

[2,1,1,1,1,1 3 6,1 | [5, 1,1 ké—f2,2,1,1, 1]

[ 3,L11,1 | 5,2 |

Question 1 :
En partant de la répartition (7), en trois manipulations, on obtient la réparti-
tion (4, 2, 1).
Puis quatre manipulations redonnent à nouveau (4, 2, 1) et ainsi de suite.
Comme 2007 — 501 x 4 +3, après 2007 manipulations, on aura encore la ré-

partition | (4,2,1) |

Questions 2 et 3 :
On raisonne de la même façon que pour la question 1, mais en sens contraire et
en tenant compte du fait qu’au bout de quelques manipulations, on rentre dans
le cycle des quatre manipulations en gris sur le graphique et que, par ailleurs,
2007 manipulations reviennent en général à 3 manipulations. Pour chacune des
quatre répartitions du cycle (en gris), on peut déterminer quelles répartitions
initiales permettent d’y aboutir en 2007 (c'est-à-dire en 3) manipulations. Il
suffit donc de remonter trois flèches. On obtient donc le résultat suivant :

Les répartitions initiales .. aboutissent
suivantes... en 2007 manipulations à

(7) (2,1,1,1,1,1) (3,3,1) (4,3) (4,2,1)
(6,1) (3,1,1,1,1) (3,2,2) (3,3,1)

(5,2) (3,2,1,1) (2,2,1,1,1) (2,2,2,1) (3,2,2)
(4,2,1) (5,1,1) (4,1,1,1) (1,1,1,1,1,1,1) (3,2,1,1)

Ainsi pour la question 2 :

Les répartitions initiales .. aboutissent
suivantes... en 2007 manipulations à

(7) (2:1,1,1,1,1) (3,3,1) (4,3) (42,1)

Et pour la question 3, seule la répartition finale | (3,3,1) | pouvait faire hésiter

Virginie entre 3 répartitions initiales.


