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PREMIER SUJET NATIONAL

ENONCE

On définit pour chaque couple de réels (a,b) la fonction f par :
fle)=a—vVz+b

Deux nombres réels w et v distinets sont dits changeables 811 existe
au moins un couple de réels (a,b) tel que la fonction [ vérifie & la fois
flu)=vet f(v) =u.

1) Montrer que 2 et 3 sont échangeables.

2) Peut-on en dire autant de 4 et 77

3) A quelle condition deux entiers u et v sont-ils échangeables 7

Les solutions qui suivent comportent parfois des points communs, mais
alors avec des rédactions différentes

SOLUTION 1 (« nationale »)
1) Prendre f(z) =3 — va — 2.

2) Supposons que ¢ — 7 =vb+4 et a —4 = /b +7; on éléve au carré,
on fait la différence, en éerivant

(a—4)*—(a-T=((a—D—-(a=—"))((a—4)+(a—=T)) ;

il vient a = 6. C'est done la seule valeur possible, or elle ne convient pas,
puisqu’on aurait vb+4=a—-7= -1 <(.
Ainsi 4 et 7 ne sont pas échangeables.

Soient deux entiers distinets, disons n < m. Alors,
{ a—n=+b+m

a—m=vbh—mn

Q) { (@a—n)?=b+m ot (id) { a—mn2=0

si et seulement si

(a—m)2=b+n a—m>=20"
ce qui revient a dire a = m.

(@a—n)2=b+m

t) 81 et sculement si . 2 ,
On a () si et sculement si { b=t =ity =P e, ~Bioted)
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b=(a—mn)*—m - "
;on peit diviser la deuxiéme
(n—m)(2a—m—n)=n—m

m+n-+1
—

soit encore {
équation par n — m qui n’est pas nul; il vient a =

En n’oubliant pas la condition (i7), on a dunc démontré que la fonction
f échange n ct m si et sculement si

m+n+1 .
{a= —a— b=(a—n)*—m, et n+12>=m)}

&

Ohservons que par ailleurs n + 1 < m puisqu’il s'agit d’entiers. Dot
n+1=m.

Conclusion : deux entiers sont échangeables si et seulement si ces entiers
sont consécutifs ; nos calculs montrent gu’alors une et une seule fonction
[ réalise I'échange :

fle)=n+1—vzx—mn.

SOLUTION 2 (d’Eric Trotoux)

Les question 1 et 2 préparent la 3 grace a une expérimentation numérique.

Question 3 : a) Soient u et v deux entiers échangeables, tels que u < v.
On peut écrire v = u—+k ot k € N+, Nous avons alors au moins un couple
(a,b) solution du systéme { 4=8a—u+8
' ¥ v=a—+vu+bh

Par difféerence membre a membre, nous déduisons -

E=vVu+k+b—+Vu+b

.En posant £ — u+b > 0, il vient k — Vt+k — VI — ﬁ
(1). De plus, k = 2 entraine vk = v/2 > 1. En minorant strictement
le dénominateur de (1) par 1, on majore strictement 1'expression par k.
En résumé, nous avons obtenu, pour & = 2, les relations incompatibles
E=vVi+k—Viet Vi+Ek—VI<k.

Ainsi, nous établissons par 'absurde que deux entiers non consécutifs ne
sont pas échangeables.
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b) Partons maintenant dew € N, t =0et k=1.0na 0+ 1-v0=1.

Dés lors, en posant b = —u ¢t @ = w + 1, nous pouvons écrire :

ut+l = u+1—+0 a++vbh+u
u = ut+l—+/0+1 = a+ b+ (u+t+1)

Cela montre que u et u + 1 sont échangeables. Deux entiers consécutifs
sont towjours échangeables.

Prolongement

1) Peut-on trouver une fonction g définie sur R telle que f(x) = a —
g(x) + b nous conduise au résultat « Deux entiers quelconques sont tou-
jours échangeables. » 7

Voicl quelques réponses positives :

g(t)=t; g(t) =2t+[t] ; g(t) =t + sin(2xt)

g(t) =t +sin (?T(f.? +1t)) ; g(t) =t+h(t)
ot [t] est la fonction partie entiére de et b une fonction quelcongue dont
la restriction a N est constante.

2) Peut-on trouver une fonction g définie sur R telle que f(z) = a —
g(x+b) nous conduise au résultat « Deux réels quelconques sont toujours
échangeables » 7

La aussi, g(t) =t + ¢ ou ¢ est une constante réelle, fournit une réponse.

Une étude plus générale dépasse le cadre de 1°7¢S

SOLUTION 3 (d'André Guillemot)

1) Pour montrer que 2 et 3 sont échangeables il faut trouver deux réels
a et b tels que :

a—vV2+b=23
a—vV3i+b=:

En soustrayant membre & membre ces deux équations, il est nécessaire
que vV3+b—-v2+b=1,

b = —2 est une golution de cette équation ce qui permet de dire que
(3; —2) est une solution du systéme.

Donc 2 et 3 sont échangeables en utilisant f(z) =3 — x — 2
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2) Les entiers 4 et 7 sont-ils échangeables ?
5i oui, il est nécessaire de trouver une solution au systéme :

a—vV4+b="7
a—V71+b=1

En soustrayant membre a membre ces deux équations, il est nécessaire
que V7T +b—VA+b=3.

Cette équation est équivalente a \/?——i—f; + v4+b =1 (en mullipliant
par 'expression conjuguée du premier membre).

La fonction g : b= /T + b+ /4 + b est définie sur [—4; +00] croissante.
Son minimum est g(—4) = v/3 donc I'équation g(b) = 1 n’a pas de solu-
tion.

Les entiers 4 et 7 ne sont donc pas échangeables.

3) Les entiers u ot v sont échangeables si et seulement si le systéme :

{ a—Vu+b=uv

a—vVuv+b=u

admet une solution (on prend u < ).

En soustrayant membre 4 membre ces deux équations, il est nécessaire
que vVo +b—Vu+b=v—u.

Cette équation est équivalente a vVv + b+ vu+b = 1 (en multipliant
par l'expression conjuguée du premier membre).

La fonction g : b — v/v + b+ v/u + b est définie sur [—u; +oc[ croissante.
Son minimum est g(—u) = v — u.

Pour que l'équation g(b) = 1 puisse avoir une solution, il est nécessaire
que v —u < 1 cest a dire v —u < 1. Comme v et u sont des entiers
tels que u < v, il est nécessaire d’avoir v = uw + 1.

Siv=w+1,en prenant @« = v et b = —u , on a bien f(u) = v et
flv) = u.

Deux entiers sont échangeables si et seulement si ces entiers
sont consécutifs.

SOLUTION 4 (de F. Lo Jacomo)

(analogue a la solution 3, mais différemment présentée.)

1) Powra=3eth=-2 3—/3-2=2et3—2-2=3.
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2) Non :sia— vu+b=uveta—+v+b=u, en soustrayant :
w—v=+u+b—+r+b, donc en multipliant par vu + b+ v +b :
(u—2v) (Vu+b+vv+b) =u—uv, ce qui équivaut a :

soit u = v, soit Vu+b+ Vo +b=1.

Siu=4etwv =7 ondoit avoir b > —4 (sinon y/u+ b ne serait pas

définie), done vo +b 2 V3 > 1.

3) Siu # v, la condition : vVu + b++vv + b = 1 nécessite que u+b et v+b
soient tous deux compris entre 0 et 1. Si w et v sont deux entiers distincts,
u+b et w+b différent d'un entier, donc au moins de 1, et la seule possibilité
est que v+ h =1 et v+ b= 0 ou inversement. Deux entiers ne peuvent
étre échangeables que 8°ils sont égaux ou consécutifs. Réciproquement, si
w = v, pour tout b = —u, il suffit de prendre o = u+vu+b. Siu =v+1,
il faut prendre b = —wv (pour avoir u +b=1et v+ b = 0), donc a = u,
et il est clair que ces valeurs conviennent.

SOLUTION 5 (de I’équipe académique de Besangon)

1) Avec un peu de chance, on propose : f(r) = 3 — V& — 2 qui vérifie
bien f(2) =3 et f(3) = 2.

51 P'un n’a pas cette intuition, on résout le systéme :

a—v24+b=3 (1)
{r},—\/lﬂ—f—f}—f& (2)

Par soustraction (1) — (2), il vient V3 +b— 24+ b=1
solt V7 +b=v4+b+3,
soit, en élevant au carré 3 +b=2+b+ 14 2+/2 + b,
50it2v/2 + b =0, soit b = —2.

Il vient, en substituant dans (1) : @ = 3.

On obtient done f(x) =3 — Va — 2.

[1 est alors impératif de vérifier qu’on a bien f(2) = 3 et f(3) = 2. Beau-

coup d’éléves oublient de le faire et n’ont ainsi rien démontré.

2) On résout de méme le systéme :

{ a—vVE+b=7 (1)
a—VTtb=4 (2)

Par soustraction (1) — (2), il vient /7 + b — v/4 4+ b= 3.
soit V7 +b=+v4+b+3,
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soit en élevant au carré T+ b =4+ b+ 9+ 64 + b,
soit 6v/4 4+ b = —6, ce qui est évidemment impossible.
4 et 7 ne sont dunc pas échangeables, ce que confirmne la question 3.

3) (plus dure)
On recherche u et v entiers (avee par exemple u < v) ¢t a et b récls tels
que

Analyse :

Par soustraction (1) — (2), il vient Vo +b— Vu+b=v —u (3)

Posons & = u + b et d = v — u; par hypotheése d € N,

L’équation (3) devient alors & + d—+/x = d on encore & + d = y/z+d.
On en déduit, en élevant au carré, x+d = r-+d>+2d\/x soit d = d*+2d\/x
soit encore, en divisant par d (d € N):1l—d= 2v/x.

Comme /z = 0, il vient d > 1 et comme d € N*._ flnalement : d =1 et
=)

Ainsi v = uw+ 1 donc [u- et v gont conséeutifs l

De plus, b = —u et en substituant dans (1), e = v = u + 1.

Synthése
Siw et v sont consécutifs, avec v = w + 1, si nous prenons la fonction
définie par f(z) =a—vVz+bona=u+1l=vetbh=—u,
soit encore f(z) =u+ 1 — o —u,
fluy)=u+1l—-Vu—-u=u+l=vw
011 Vf‘['lﬁ(—‘ ('{l]f! 5
Jwy=u+l—-vVv—u=u+l—-1=u

donc v et v sont échangeables.

Conclusion

Deux entiers naturels u et v sont échangeables si et seulement
s’ils sont consécutifs.
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SOLUTION 6 (de I’équipe académique de Dijon)
1) 2 et 3 sont échangeables 5l existe au moins un couple (a, b) de réels

2)i=3 . . .
tels que { f[ ) ce systéme cquivaut au systeme :

13)=2

a—vV2+b=3 soit a—3=+v2+5b
a—v3+b=2 T | a—2=+3+b

. En élevant au carré, on obtienr le systéme équivalent :

o =g
24b=a?—6ab+9 soit { E:_2
3+b=a?—4ab+4 o

La fonction cherchée est nunique et est définie par f(z) =3 — Vo — 2.

2) 4 et T ne sont pas échangeables car les meémes caleuls conduisent aux
deux résultats contradictoires : @ = 7 et @ = 6.

3) Supposons donc u et v échangeables et posons par exemple u > v,
done. puisqu’il s'agit d’entiers, u# = » + 1. La double égalité conduit aux
systémes successifs suivants :

a = a =
a—v=vu+b . : 9 -
{ SRR - soit ¢ w+b=a?—2av+v? soit{ 20— (u+v)=1
- v+ b=a® - 20u + u? v+ b= (a—u)?
_l4u+tw
On obtient donc finalement { = 2 gous réserve que l'on ait

2
b=(a—u)*—v
a la fois a = w soit u < v+ 1 et, compte tenu des hypothéses, u = v+ 1.

a et b existent donc a condition que u = v + 1, ¢’est-a-dire si w et v sont
consécutifs. C’était le cas pour 2 et 3, mais pas pour 4 et 7.

La condition est, par ailleurs, suffisante.

Donc on peut énoncer que u et v sont échangeables si et seule-
ment g’ils sont consécutifs, et dans ce cas, la fonction est unique.
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SOLUTION 7 (de I’équipe de Toulouse)
(Cette solution reprend des méthodes déja données ci-dessus, mais en y
ajoutant de belles considérations).

1) Montrer que 2 et 3 sont échangeables.

On dispose d'une définition, on I'utilise : 2 et 3 sont échangeables si et
seulement 71l existe deux réels a et b tels que :

a—vb+2=3
a—vh+3=2

11 s’agit de manipuler ce systéme pour trouver des réels candidats a et b.

Y

Ceci peut se faire de multiples fagons.

La premicre chose a noter est que le fait d’écrire b + 2 présuppose que
b2z —-2;deméme, b= —3 et donch > —2.

Autre point : 1'égalité a — b+ 2 = 3 implique que a > 3 et la deuxiéme
que a = 2 donc a = 3.

On cherche donc a = 3 et b = —2 tels que X soit vérifié. On peut soit
raisonner par éguivalence pour trouver toutes les solutions, soit raison-
ner par implications pour trouver les seuls candidats possibles, soit enfin
chercher par essais-erreurs puisque la question n’est pas de résoudre X,
mais de montrer que 2 et 3 sont échangeables. Or, le premier essai que
'on peut faire est @ = 3 et b = —2 qui, justement, convient! Donc
‘Q et 3 sont échangeables. ‘

On trouvera en fin d’excice une résolution algébrique de X qui s"applique
aussi a ce cas particulier.

2) Peut-on en dire autant de 4 et 77

a—vb+4=7

Supposons qu'il existe deux réels a et b tels que
Bl 1 1 a—vVbri=4

I1 est certes possible de manipuler ce systéme algébriquement pour faire

apparaitre une contradiction.

Une idée plus élégante est la suivante : en passant de b+4 a4 b+ 7, on
augmente de 3 ; comme la racine carrée y/x augmente strictement moins
vite que z pour les - strictement plus grands que 1, en passant de vb + 4
a Vb =+ 7, on augmente stricternent de moins que 3, done la différence
avec ¢ ne peut pas augmenter de 3.
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Formalisons un peu cela : le graphe de la fonction x — /z montre que
si0 <y < zavec z > 1 alors la pente de la sécante joignant (y,/y) a
(z,4/z) est strictement inférieure a 1 (ce qui se démontre aussi aisément
par le calcul).

On adone vb+7—vb+4<(b+7)—(b+4) =3

et donc ((@ — vb+4) — (a — vb+ 7)) < 3 et ne peut étre égal a 3.

4 et 7 ne sont pas échangeables.

Le systéme X est done incompatible

3) A quelle condition deux entiers u et v sont-ils échangeables ?

On peut reprendre le raisonnement précédent ; si ¢ et v sont deux entiers
¢changeables, supposons par exemple que » > v la différence u — v est
alors au moins 1. Si elle est strictement plus grande, donc au moins 2, u
est donc strictement plus grand que 1 et la différence b+ v — Vb + v
est strictement inférieure & u — v et ne peut donc lui étre égale. Il est
done nécessaire que u — v = 1.

Démontrons que cette condition est aussi suffisante, ¢’est-a-dire démon-
trons que, si w est un entier relatif, alors w et u + 1 sont échangeables.
Pour cela, utilisons la question 1; on sait que 2 et 3 sont échangeables

avec f(z) =3 — vz — 2.

En plagant ces informations sur un
graphique, il apparait clairement qu’en
translatant la courbe (qui est, soit dit
en passant, une demi-parabole) paral-
lelement & la premiére bissectrice, on
) ‘ L peut l'amener & passer par n'importe
2 2 4 6 quel couple de points (u,u+1) et (u+
L,u). Or translater la courbe d’équa-
tion y = 3 — v — 2, ¢’est ajouter une
constante a y et une constante a x. Ce
sera donce toujours une courbe d’équa-
tion ¥y = @ — b+ x. De facon précise,
f(z) = u+1—+/z —u échange bien les

couples.

+
+

Essayons d'étudier le probléeme général : quels sont les couples de réels
(distincts) échangeables 7
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u ¢t v sont échangeables s1 ot seulement 571l existe deax réels a et b

tels que :
a—vbht+u=uw
a—vb+uv=mu

Procédons par analvse-synthése.

Supposons que a et b existent.

On en déduit par différence que b +v — vb+ w = v — w, puis en mul-
tipliant par vb+ v+ Vb +u, que v —u = (v — u) (\/b +v+vb+ u} et,

comme % # v, on a donc vb+ v+ b+ u = 1. En additionnant les deux
. . . . i+ v+ 1
équations du systéme, on a alors 2a — 1 = w4 v et donc 4 = ——,

2
5 I 5
puis b+« = (@ — v)? et donc b= E(TLZ + 0% — 2uv — 2u — 20+ 1).

Synthese :

On a besoin de s’assurer qu(‘ < actu<ascec équivant a v < u + 1
et u < v+ 1 ou encore < 1.

Ensuite, on a aussi besoin que b+ w =2 0etb+v =2 0;0r, b+ u =

2
u—v+1 o=+ 1 , ;
( ) et de méme b+ v = (7) . La suite est simple :

2

\/— uw—+v+1

u—-‘u+l‘_u+v+1 u—v+1

2 2 2 2
Vérification semblable pour f(v) — u.
Bilan :
'Tous les couples (u,w) de récls distincts de la bande |u — o] € 1 sont

échangeables.
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SOLUTION 8 par Jean-Raymond Delahaye - lycée Alain Borne
- Montélimar

(Cette résolution graphique cxploite des idées déja surgies dans la solu-
tion 7).

On supposera u < .
On se place dans un repére orthonormal. Notons If la courbe de f et G
celle de la fonction qui & z associe —/x.

La relation f(z) = a — vz + b se t.1‘aclL1it_Par le fait que F est l'image
de G dans la translation 7 de vecteur —b61¢ + a 7 . Dire que u et v sont
échangeables revient a dire que les points U et V de F d’abscisses respec-
tives u et v, sont symétriques par rapport a la droite (d) d’équation y = .

Soient U'=7T"1(U) et V'= T +(V).

Dire que U et V sont échangeables revient a dire que U’ et V' qui sont
des points de G, appartiennent a la méme droite (d') perpendiculaire &
(d).

Les abscisses v’ et v’ de U et V sont telles que v/ = u+bet v’ =v+ b

Il est évident graphiquement que la valeur maximale de v’ — u' est 1 et
qu'elle est obtenue pour v’ =0 et v’ = 1.
Or v —u=1v"—, done 'écart maximal entre u et v est 1.

Dans ce cas, les points U et V sont les images par T des points de coor-
données 0 et 1 de G.
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On en déduit done que —b=wu et a = v, s0it ¢ = v et b= —u.

Si on suppose que u et v sont deux entiers distincts, alors v = u+1, u et
v sont donc deux entiers consécutifs. La situation est illustrée ci-dessous
dans lecas u = -2 et v = —1.

”””” A N

O

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

SOLUTION 9 (Eléments, par I'équipe de Versailles)

Une condition nécessaire tirée de f(u) = v et f(v) = u s'exprime
ainsi : v — b+ v = u— b+ u. Elle donne l'idée que les réels u et v ont
la méme imase par la foncti _ [-b,+o0) = R

a méme image par la fonction fj : ( M = )
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L’étude des fonctions fj, conduit au résultat suivant : fj, est décroissante
: 1 ) 1
sur lintervalle [—b, —b+ 1l croissante sur |—bh+ _—174—0(: . En —b et

—b+ 1, elle prend la méme valeur —b.
Si deux réels ont la méme image par f, ils sont éléments de [-b,-b+1].
Et si deux entiers ont la méme image, ce sont —bet —b+1...

COMMENTAIRES

e ['erercice a été généralement jugé « bien construit, concis et sobre tout
en proposant une saine progression des difficultés des trois questions »
(Citation de « Nantes »).

e De trés nombreuses académies disent que ce exercice a été le mieux
réussi des quatre proposés ou vient immédiatement en second rang.
o [l y a, bien sir, des regrets :

Poitiers

Une majorité de candidats montre qu'on peut changer 2 et 3, mais trés
peu prouvent véritablement qu’on ne peut pas échanger 4 et 7. (Idem
pour Strashourg)

Quelques candidats comprennent qu’on peut échanger n et n 4+ 1, mais
aucun ne parvient a montrer que c’est le seul type d’échange possible.

sutte pour Strasbourg

La réponse a la troisiéme question a souvent ét¢ devinée mais rarement
justifiée. Cet exercice laisse & penser que les questions d’existence ou
non-existence sont difficiles pour les éléves.

Toulouse

Exercice traité par des approches intuitives ou par une résolution alge-
brique. La premiére question est fréquemment résolue ; ¢'est moins le cas
de la deuxiéme et surtout de la troisieme o nombre de candidats conjec-
furent mais ne prouvent pas ou prouvent partiellement. . .

de Michel Regnault, pour Caen

Un exercice intéressant dont les trois questions sont bien graduées en dif-
ficulté et que l'on voit, en général, traduit par 'étude de deux équations
irrationnelles & deux inconnues réelles a et b.

La démarche pour montrer qu’il existe au moins une solution est plus
habituelle que celle gui permet d’établir qu’il n'y en a aucune, mais
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le minimum de rigueur nécessaire dans les développements de calculs
n'est pas souvent présent. Il est vrai que la pratique de la résolution
d'une équation contenant un radical n’est plus étudice de fagon systé-
matique et seulement abordée comme application ou illustration de la
non-¢quivalence entre 'égalité de deux nombres et celle de leurs car-
rés, mais cette derniére propriété n’a, semble-t-il, pas vraiment marqué
P'esprit de nos éléves. Clest ainsi qu’aprés une élévation au carré et la
différence entre les deux nouvelles équations, certains, sans se soucier de
faire une vérification, ont pu conclure que 4 et 7 sont échangeables en
prenant ¢ = 6 et h = —3.

Pour ne pas étre trop négatif, il faut signaler qu'une démarche et une
conclusion correctes pour 19 et 2° sont présentes dans plusicurs copies et
que, plus exceptionnellement, la vérification que deux entiers consécutifs
sont échangeables est faite, et méme, mais une seule fois, la nécessité de
cette condition est établie.

Besangon

La question 3 a été peu abordée. Beaucoup d’¢léves ont "intuité" le
résultat, un seul I'a & peu prés démontré.

Dans la question 1, la plupart des éléves ont trouvé f par analyse, mais
beaucoup ont oublié la synthése, ou ont verifié aprés avoir conclu que 2 et
3 sont échangeables et non avant. Ils ne distinguent donc pas encore une
vérification impérative (syntheése) dune simple vérification calculatoire
(c'est-a-dire pour se rassurer). Cette erreur a provoqué ainsi parfois une
erreur de conclusion en question 2.

Montpellier

... La gestion de l'existence du couple (a,b) pose parfois probléme. Les
candidats qui « devinent » sont avantagés car ceux qui résolvent le sys-
téme ne vérifient pas toujours que le couple trouvé convient bien.

Amiens

Beaucoup de candidats n'’arrivent pas & manipuler correctement un ra-
dical dans le premier exercice. Il semble que le réflexe d’isoler le radical
de facon & le faire disparaitre en élevant ensuite au carré est inconnu de
la plupart des éléves.

Terminons par une synthése, plutdét optimiste, de Lyon
« Cet exercice a été beaucoup abordé et assez bien réussi, du moinspour
les deux premiéres questions. On remarque dans cet exercice beaucoup
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d’erreurs concernant les conditions nécessaires, les conditions suffisantes,
les réciproques ou les vérifications. .. mais on trouve aussi d’excellentes
idées »

PROLONGEMENT

(Communiqué par Dominique Roux)

L’ezercice proposé se prolongeait ainsi, dans la version initiale :

On définit maintenant pour chaque triplet de réels (a, b, ¢), avec ¢ > 0,

la fonction g par :
glz) =a—cvaz+b
Deux nombres réels u et v distincts sont dits coupables sl existe au

moins une fonction g de ce type réalisant a la fois g(u) = v et g(v) = u.

4) Montrer que 2004 et 204 sont coupables. Plus précisément, donner une
fonction de type g telle que ¢(2004) = 204 et g(204) = 2004, ayant le plus
petit ¢ possible, puis deux autres ayant des parametres a, b, ¢ tous entiers.

5) Trouver tous les coupables! (parmi les paires de réels).
SOLUTION

4) Suivant le méme raisonnement !, on prouve que g échange 2004 et 204
si et seulement si :

I = 1 z
{a. > 2004, a = 5(:3 +1104, b= = (a —204)? — 2[]04}

c?

Le plus petit ¢ envisageable est donc, puisqu’il doit étre = 0,

¢ — /2(2004 — 1104) = V1800 = 30v/2
. On a alors g(x) = 2004 — 30v/2 v/z — 204.

On veut maintenant des parameétres entiers; d’aprés nos formules, a est

entier si et seulement si — est entier, si et seulement si ¢ est pair. Quant

L . a—204 | . = . .
a b, il suffit que ——— soit entier pour qu'il le soit anussi.
[

Yyoir la SOLUTION 1
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Imposons cette condition.
Considérons ¢ = 2p; la condition a > 2004 devient p? = 450 soit p = 22
lorsque p est entier. Il faut s'arranger pour avoir a — 204 = £ x 2p, &
entier, ce qui s’écrit encore vu les formules : 2p® + 1104 — 204 = k x 2p,
soit p(k — p) = 450.
L’entier p est nécessairement I'un des diviseurs de 450 = 2 x 3% x 52, plus
grand que 22.
Pour p = 30, on trouve ¢ = 60, a = 2904, b = 21 on vérifie facilement
que la fonction g définie par g(x) = 2904 — 60y/x + 21 envoie 2004 sur
204 et 204 sur 2004.
On I)(‘l]f choisir par (‘\’(’Ulpli‘
= 45 qui conduit & g(z) = 5154 — 90/x + 1021, ou

p = 50, qui c.mre.&«pond g(z) = 6104 — 100y/z + 1477

(ces fonctions conviennent elles aussi).

Remargue : la condition « ¢ divise a — 204 » est en [ait nécessaire, el 1'on
peut alors lister toutes les solutions g avec des parameétres entiers. Il n'y
a que 9 valeurs possibles pour c.

5) Dans le cas général, ou I'on souhaite coupler deux réels, on procéde
exactement comme au début du (4); il apparait une condition du type
« €2 > un certain nombre », et deux formules donnant a et b en fonction
de ¢. Il y a donc toujours des solutions : on choisit ¢ suffisamment grand
et on considere les réels a et b donnés par ces formules. Noter gqu’il v a
méme une infinité de solutions.

Moralité : tous coupables!

N.B. L'exercice et son complément sont dus a M. JF. Mallordy, de
Clermont-Ferrand, le tout étant, & ma connaissance, inédit.



