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BORDEAUX

Exercice n° 1 (Toutes séries)

Enoncé

(A rapprocher de Corse - Ex 1)
ABCD est un carré de coté a. Le cercle T'; est tangent aux segments [AD] et

[DC].

1 a. Reproduire la figure 1 et construire un cercle I's contenu dans le carré
ABCD, tangent a la fois au cercle I'y et aux segments [AB] et [BC]. On indiquera
le programme de construction

b. Expliquer pourquoi cette construction n’est pas possible sur la figure 2

A D A D
T, r,(J

Figure 1 Figure 2

Dans toute la suite de ’exercice, on suppose que le cercle I'y est contenu dans
le carré ABCD et tangent a la fois au cercle 'y et aux segments [AB] et [BC].
On désigne respectivement par R; et Rs les rayons des cercles I'y et I's.

2.a. Démontrer que R; 4+ R5 reste constant lorsque ’on fait varier la dimension
des deux cercles.

b. Quelle est la valeur minimale et la valeur maximale de Ry ?

3. Soit S la somme des aires des disques limités par les cercles I'y et I's.
Déterminer la valeur minimale et la valeur maximale de S.

4. Le petit cercle représenté sur la figure ci-dessous est tangent au cercle I'y et
aux cotés [AD] et [DCJ.
Exprimer le rayon de ce cercle en fonction de R;.
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A D

B C

Solution (Abderrahim Ouardini)

1.a) Conctruction géomeétrique du cercle I's (In memoriam Henri Bareil)

Premiére construction :

Le centre du cercle I's doit se trouver sur la diagonale du carré, donc, partant

d'un cercle C' de centre K (K est sur la diagonale du carré) et tangent
TN

extérieurement a I'y, 'homothétie de centre T et de rapport T transforme

le cercle C en un cercle solution du probléme.

A T, D
I, \r
M
N e
B C

Deuxiéme construction :
Par le point T tragons la perpendiculaire a la diagonale du carré qui coupe la

demi-droite [BA) au point E, ensuite la bissectrice intérieure de l'angle BET
qui coupe le segment [BT] en I qui est le centre du cercle voulu.

i
A F D
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Discussion :
On a besoin du lemme suivant :

Lemme : dans un triangle rectangle isocéle, la mesure r du rayon

+v2

du cercle inscrit est donnée par r = ou ¢ désigne la mesure

commune des cotés de l’angle droit.

Preuve du lemme.

S
Onar= E ou S est l'aire du triangle et p son demi-périmétre ; dans notre
52
cas, S = 5 et 2pz£+£+£\@:6(2+\/§), donc
B 02 y 2 R4
2T 0(24+V2) 2442
Désignons par b la mesure du coté de 'angle droit du triangle rectangle isocéle
FDG.Ona BH=BC+CH=BC+CG=a+a—b=2a-0.

Par application du lemme dans les deux triangles rectangles isocéles FDG et
BEH, on a :

b 2a — b 2a — Ry (24 v2 2
R = ethzL,doncRgz ¢ 1( \f)— a

_ _R,.
21+ v2 2+ 2 2+ 2 2+v2

Pour que le probléme admette une solution, il faut et il suffit que Ry <

)

NS

ce qui se traduit par l'inégalité :

3-2V2
2

Troisiéme construction :

Par le point T tracons la perpendiculaire & la diagonale du carré qui coupe

la demi-droite [BC') au point Z, ensuite le cercle de rayon ZT qui coupe le

segment [BC| au point H (entre B et C) et la perpendiculaire menée par le

point H a la droite (BC) qui coupe la diagonale du carré en I.

2a R <a | est équivalente 3
- — ul est equivalente a
+\/§ 1 X 2>q q

aéRl.

Le point I est le centre du cercle voulu. En effet les droites (IT) et (IH) sont
les deux tangentes au cercle de centre Z et de rayon ZT issues du point I, donc
IT = 1H. Ce qui justifie notre affirmation.

A D
I B

T
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Remarque. Cette construction n’est qu’un déguisement de la construction de
lintersection d’une droite avec une parabole, puisque le lieu de I est un morceau
de parabole de foyer T et de directrice la droite (BC). ..

b) Le cercle I'; n’est pas a U'intérieur du carré ABCD (voir la discussion de la
deuxiéme construction).

2.a) On a BD = Ri1vV2 + Ry + Ry + RoV/2, et comme BD = av/2, alors
R1+R2:a(2—\/§).

b) La valeur maximale de R; est %

la valeur minimale de R est a (2 — \/§) —

3.0na
S =n (R +R)

LIS
[\

[(Rl + Ro)* + (R — RQ)Q} > g(R1 Yy R =BV
a2 (2 - V2)°
NS

b0l 3

ainsi la valeur minimale de S est . Elle est atteinte si et seule-

2 —

ment si R = Ry = a , donc lorsque I'y et T'y sont les cercles inscrits
respectivement des triangles ADC et ABC.

S est maximale si et seulement si (R; — Ry)? Dest;
e d’aprés 2.a), on a (R; — R)? = (2R1 —a (2 — \/?))2 ,

a 3—2V2

e d’aprés 2.b), Ry varie dans lintervalle lQ, — a], et on vérifie bien

2 a
que le maximum de ’expression (2R1 —a (2 — \/5)) est atteint pour Ry = 2

3—2v2
—_— Q.

donc Ry = 5

4. Soit x le rayon du petit cercle. Par application du résultat de la question
2.a) au carré circonscrit au cercle I'y et dont un coté est porté sur le segment
[DA], on obtient x + Ry = 2R, (2 — ﬂ), donc x = R (3 — 2\/5)

Commentaires (A.O.)

Dans la construction de ce probleme, je me suis inspiré du probleme n°® 22
de lépreuve junior du Kangourou des mathématiques 2007.En voici
l’énonce.

Deuzx cercles ont leur centre sur la méme diagonale d’un

carré de coté 1. Ils sont trangents entre eux et tangents a

deux cotés du carré, comme le montre la figure ci-contre.

Combien vaut la somme des rayons des deux cercles ¢
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Une généralisation du résultat 2.a) du probléme(A.0.)

Proposition (a la mémoire de Henri Bareil)

e Dans un quadrilatére convexe ABCD, on suppose qu’il existe deux cercles
C1 et Cy de rayons respectifs Ry et Ry tels que :

(7) Le cercle Cy est tangent aux cotés [AB] et [BC].

(i7) Le cercle Cy est tangent a la fois au cercle C; et aux cotés [AD] et [C'D].
On a 'inégalité suivante :

~\ —1 N —1
B D
Ry |1+ (sin 2) + Ry | 1+ (sin 2) > BD,

et I’égalité a lieu si et seulement si la droite (BD) est un axe de symétrie
du quadrilatére ABCD.

e Il existe des quadrilatéres pour lesquels il n’existe aucun couple de cercle Cy
et Cy vérifiant les conditions (7) et (i7).
Preuve de la proposition

e Désignons par I et J les centres respectifs des cercles C et Cs ; par 'inégalité
triangulaire, on a : BI + IJ + JD > BD, et pour conclure, il suffit de
remarquer que

~\ —1 N =1
Bl =Ry (sin g) , DJ=Ry <sin g)

et IJ = Ry + Ry (condition de tangence des deux cercles).
On a ’égalité si et seulement si les points B, I, J et D sont alignés, ou encore
(BD) est un axe de symétrie du quadrilatére ABCD.

e Prenons un rectangle ABCD de longueur et de largeur respective L et £ avec
L>2¢.
Le rectangle ABCD répond & la question. En effet les plus grands cercles
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qu’on peut tracer a 'intérieur de ce rectangle (chacun est tangent aux trois
cotés consécutifs du rectangle) ont pour diameétre ¢, la distance entre leurs
centres est [J = L — £, de plus la somme de leurs rayons est ¢, et comme
IJ=L—/¢>2({—{¢=/, alors ces deux cercles ne se coupent pas.

Solution (P.L.H.)

l.a) Supposons la figure construite : le point de
contact P des cercles I'; et I's est centre d’une ho-
mothétieb qui transforme I'y en I'y, la droite (DC)
en la droite (AB) et la droite (AD) en la droite
(BC). L’image Q2 du point de contact Q; de (AD)
et I'y est donc le point de contact de (BC) et I'y
et de méme I'image Py du point de contact Py de
(CD) et T'y est le point de contact de (AB) et
Is.

Figure 1

D’ou le programme de construction :

P point d’intersection de I'y et de (BD) le plus éloigné de D, puis Qz (ou P3),
puis Oz centre de I'z, intersection de (BD) et de la paralléle & (AB) passant
par Q2 (ou de la parallele a (BC') passant par Ps).

1.b) Mais le cercle I'y doit étre contenu dans le carré A QID
ABCD, ce qui implique que F1\/' R,
BQ2=BP, < ga
2 R,
condition qui n’est pas satisfaite par la figure 2. T,
Bl C
2.a) On a PD = Ri(vV2+1) et BP = Ra(vV2 + 1)
avec BD = av/2. Figure 2
Dot Ry (vV2+ 1)+ Ra(V2+1) = a2
a2
ou R + Ry = =avV2(v2—-1) = a(2 = V2).
1+ = ( ) = a( )
1
2.b) Mais 0 < Ry < g implique Ry > a <2— V2 — 2) =a <§ — \/§> et par

. a .
construction Ry < 5 et ces bornes sont atteintes.

I3

3.9=m(R}+R3) = = [(R1 + R2)* + (R1 — R2)?]
avec R1 — Ry = 2R — (R1 + RQ) =2R, — a(2 — \/5)
d’on

a(l — \/5) =2a (2 — \/5) —a(2—v2) < Ri—Ry <a—a2—V2) =a(vV2-1)

ou|Ry — Rs|<a (\/? — 1) les bornes étant atteintes, puis

—~N
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0< (R; — R)?<a®(vV2—-1)2=a%3-2V2)
et
2

ma?(3-2v2) = -2 - V2P < S < - [(2 - VD + (V2 - 1))

[ V)

_ 3ra?
T2

(3 —2V2).

4. Soit Rj3 le rayon du petit cercle; le découpage du segment [BD] donne
R3(1 4+ v2) + 2Ry + Ry(1 + v2) = av2 ou R3(1 ++2) = Ri (V2 —1) et
Ry = Ri(v2—1)? = Ri(3 - 2V2).

Exercice n® 2 (Toutes séries)

Enoncé
On appelle E I’ensemble des nombres qui peuvent s’écrire comme différence des
carrés de deux entiers naturels.

1. Montrer que 2008 est élément de E (on pourra chercher deux entiers a et
b, tous deux supérieurs a 200 tels que 2008 = a? — b?).

Montrer que tout nombre impair appartient a E.
Montrer que E contient tous les cubes des entiers naturels.

Décrire les entiers naturels qui n’appartiennent pas a I'ensemble E.

AN Sl Al

Donner un entier qui s’écrit comme différence des carrés de deux entiers
naturels de cinq fagons différentes exactement.

Solution (A.0.)

1. L’entier 2008 admet la décomposition en facteurs premiers 2008 = 23 x 251.
Remarquons que les entiers a — b et a + b sont de méme parité, donc I’équation
dans N x N, 2008 = a2 — b? est équivalent aux deux systémes :

g a—b=2 g a—b=2°
Y'Y a+b=22x251 2 a+b=2x251

qui admettent respectivement pour solutions

22 x 251 +2 22 x 251 — 2
a:%:2xz51+1:503,b:%:zx%l—l:ml
S1 = {(503, 501)}

2 x 251 + 22 2 x 251 — 22
azxg’%:%l_kg:%g,b:%:251—2:249

Sy = {(253, 249)}

Donc on a 2008 = 5032 — 5012 = 2532 — 2492 et ce sont les seules écritures de
2008 comme différence de deux entiers naturels.
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T—y=n

2. 11 suffit de résoudre dans N x N le systéme { 9
rt+y=mn

n2+n n?—n
2 2

5 (n(n2+ 1))2 - <n(n2— 1))2'

3. Solution de l’éléve Rémi Olivier Patin.

la résolution donne (z, y) = ( ), donc on peut écrire :

Premier cas : n est impair.

n? aussi est impair, donc n® appartient a E.

Deuziéme cas : n est pair. n est de la forme 2p avec p un entier naturel, on a :
n = (2p)® = 8p® = dp® +4p® — 1+ 1+ 4p° — 4p°
=4p3 +4p°% + 1 — (—4p® + 4p° + 1)
= (2" +1)? = (2p° - 1)
donc n® appartient a E.

4. D’aprés la question précédente, tous les nombres impairs appartiennent a E.
Intéressons-nous aux nombres pairs. Soit n un entier naturel non nul ; deux cas
se présentent :

- Si n est divisible par 4, n = 4k (k € N), n appartient & E puisque
k= (k+ 1) — (k- 1)

- Sin n’a que 2 comme diviseur pair, n = 2(2u+1) (u € N), n n’appartient
par & E. En effet si (z, y) est une solution de I’équation 22—y = 2(2u+1),
alors les nombres x 4+ y et  — y ne sont pas de méme parité, ce qui est
impossible puisque leur somme (2 +y) + (z — y) = 2z est un nombre pair.

Conclusion. L’ensemble E est formé par tous les entiers naturels impairs et
les entiers naturels divisibles par 4.

5. Le nombre 3% = 6561 répond a la question (voir la proposition suivante).
Prolongements (A.O.)

Proposition (& la mémoire d’Henri Bareil)

(i) Pour tout couple d’entiers naturels (n, k), (k > 1) Uentier n
a k.

(ii) Sie € E, be E, alors ab € E.

(iii) Pour tout entier naturel non nul n, il existe une infinité d’entiers naturels
qui s’écrivent exactement comme la différence des carrés de deux entiers
naturels de n fagons différentes exactement.

(iv) un entier naturel au moins égal a 3 est la différence des carrés de deux
entiers naturels d’une seule facon si et seulement si c’est un nombre premier
ou de la forme 4p o p est un nombre premier.

2k+1 appartient
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Preuve de la proposition.
(i) Il suffit de résoudre dans N x N le systéme

r—y=mn
ery:n%

n2k tn n2_p
2 2

qui admet pour solution (z, y) = < ) (n?* et n sont de méme

parité).

(ii) II suffit d’utiliser I'identité de Brahmagupta pour a,b, ¢, d, k entiers natu-
rels :

(a® — kb*)(c* — kd?) = (ac + kbd)* — k(ad + bc)?,

pour k = 1.

(iii) Pour n > 2, il suffit de considérer les nombres p?"~2 ol p est un nombre

premier (p > 3). En effet, 'équation x? — y? = p?"~2, (z et y sont des entiers
naturels) est équivalente au systéme suivant :

r—y=p*
r4+y=7p
a+b=2n-2
(a,b) e NxN

Remarquons que a < b, donc 2a < a+b=2(n—1), ainsi 0 < a < n — 1. Donc
(a, b) € {(0,2n —2),(1, 2n—3), (2, 2n—4),..., (n—1, n—1)}

ce qui montre que le systéme ci-dessus admet exactement n solutions.

Pour n = 1, tous les nombres premiers supérieurs ou égaux a 3 répondent a la
question (voir (iv)).

(iv) Soit n un entier supérieur ou égal a 3.

e Si n est premier, c’est un nombre impair, donc il appartient a E, d’aprés
le résultat de I'exercice d’Olympiades). De plus I'équation 22 — y? = n est
équivalente au systéme

rT+y=mn
r—y=1
qui admet une et une seule solution dans N x N a savoir
n+1l n—-1
@y = (55— ).
e Si n est de la forme n = 4p, ol p est un nombre premier, I’équation

22 — y? = 4p est équivalente aux deux systémes :

r+y=2p r+y=p
Sl{x—yz? S {x—y:4
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le systéme S5 entraine les deux conditions 4 < p et 44 p est pair, donc p = 2,
contradiction ; ce qui exclut le systéme Ss, donc notre équation admet une
soluotion unique dans N x N, a savoir (z,y) = (p+ 1,p — 1).
Réciproquement, soit n € E (n > 3) qui s’écrit d’une seule fagon comme la
différence des carrés de deux entiers naturels. Raisonnons par l'absurde en
supposant que n n’est pas premier et n’est pas de Ima forme n = 4p ou p est
un nombre premier. Deux cas se présentent.

Premier cas : n est impair.
On an = uv, ol u et v sont des entiers impairs (u > v > 3); dans ce cas, on
a deux décompositions :

(25 (5 (5 (5

Elles sont distinctes. En effet dans le cas contraire, on aurait :

ut+v=n+1
u—v=n-—1

donc u =n et v =1, ce qui est impossible.

Deuziéme cas : n est pair.

D’aprés le résultat de ’exercice d’Olympiades, n = 4k, et k ne peut pas
étre un nombre premier (hypothése faite sur n), donc il s’écrit sous la forme
k = ab, (a et b sont deux entiers supérieurs ou égaux a 2) donc lécriture
n = (2a)(2b) = 2(2ab) nous fournit deux décompositions :

n=_(a+b)?—(a—b)?=(ab+1)*> - (ab—1)%
Elles sont distinctes. En effet, dans le cas contraire, on aurait :

a+b=ab+1
a—b=ab—-1

pour aboutir a une contradiction.

Considérons par exemple la deuxiéme relation du systéme : a — b = ab— 1
qui est équivalente a (a+ 1)(b—1) = 0, donc b = 1, ce qui est absurde. Ceci
achéve notre preuve.

Solution (pP.L.H.)

1. 2008 = 502 x 4 = (253 + 249) (253 — 249) = 2532 — 2492
ou 2008 = 1004 x 2 = (503 + 501) (503 — 501) = 503% — 5012,

2. Quelque soit ’entier p on a
2p+1 = (p+(+1) ((p+1)—p)
= (p+1)?-p?
donc 2p + 1 appartient a E.
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3.
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Quelque soit I’entier p cherchons u et v tels que
PP =u? —v? = (u+v)(u—o).

pp—1)

1
pi(p—i— )etU=72 5

On peut choisir u +v=p?> et u —v =pou u =

u et v sont bien des entiers naturels car p (p + 1) et p (p — 1) sont pairs.
On a donc l'identité

- (202 (252

qui montre que E contient tous les cubes des entiers naturels.

. Soit p = 2¢ un naturel pair. Si p appartient a E, il existe u et v naturels tels

que 2¢ = u? —v? = (u —v) (u+v).

L’un des deux nombres u — v ou u + v est pair, mais comme leur différence
(ou leur somme) est paire, ils sont pairs tous les deux et leur produit est
divisible par 4. Donc ¢ est pair et p multiple de 4.

Réciproquement tout multiple de 4 est dans [E car il peut s’écrire 4s avec s
naturel, et si 'on poseu=s+1letv=s—1

4s = (s + 1) = (s — 1)> = u? —v%

Les entiers naturels qui ne sont pas dans E sont donc les produits de 2 par
un nombre impair.

. Partons de Didentité (2P + 29)% — (2P — 29)* = 2v+4+2_ On en déduit les cing

décompositions suivantes de 2 = 2048 :

2048 = (5124 1)2—(512—-1)> = 5132 —5112
= (256 +2)? — (256 — 2)2 = 2582 — 2542
= (128 +4)%2 — (128 —4)? = 1322 - 1242
= ((64+8)*—(64—8%) = 72256
= (32+16)?2 - (32—-16)2 = 482 — 162

et ce sont bien les seules car si 2! = w2 —v? = (u—v) (u+v), avec 0 < v < u,
il existe un unique naturel n compris entre 1 et 11 tel que u + v = 2" et
u—up = 21",



