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DIJON

Exercice n° 1

Enoncé

Les pesées frauduleuses

Vers 'an 250 de notre ére, vivait & Alexandrie le mathématicien Diophante.
Celui-ci avait remarqué que certains marchands d’orge truquaient leur balance
a plateaux en raccourcissant 1'un des fléaux : ils trompaient les clients sur
la quantité en placant les masses du coté du fléau le plus court. (En effet, a
I’équilibre, le produit de la masse par la longueur du fléau, exprimés dans la
méme unité, est le méme de chaque coté.)

Pour punir les marchands malhonnétes, Diophante leur proposait de mettre
alternativement les masses dans un plateau, puis dans 'autre : un client serait
lésé, le suivant avantagé...et les fraudeurs étaient heureux de s’en tirer a si
bon compte.

1) Un marchand ayant raccourci un fleau de 10 % avait réalisé dans la
journée 180 pesées d'un kilogramme, en suivant la régle de Diophante.
Quelle quantité d’orge avait-il perdue?

2) Méme question pour un marchand ayant raccourci un fléau de 20 %, apres
avoir réalisé 160 pesées d'un kilogramme.

3) Montrer qu’avec la régle de pesée de Diophante, tout fléau raccourci cause
un préjudice & son auteur, aprés un nombre pair de pesées.

Solution

Soit L et ¢ les longueurs des deux bras de fléau, exprimées dans la méme

unité. On suppose qu'une masse de 1 kg placée du c6té du fléau le plus long

est équilibrée par une masse M (en kg) vérifiant, d’aprés la régle d’équilibre :
L

IXxL=Mx{¢, dou: M=—.

De méme, une masse de 1 kg placée du c6té du fléau le plus court est équilibrée

l

par une masse m qui s’exprime en kg par : m = —.

Lorsque le marchand réalise n pesées de 1kg de chaque coté (avec n entier non
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L
nul), il est censé vendre 2n kg d’orge, alors qu'il en vend en réalité n x 7 +nx 7

kilogrammes.
1. Si un fléau est raccourci de 10 % de sa longueur, on a £ = 0,9 x L et le
1
marchand a vendu au bout de 180 pesées : 90 x (ﬁ + 0, 9) kg, soit 181
kg, au lieu des 180 kg prévus. ,
1l a donc perdu 1 kg d’orge (soit environ 0,6 % de sa marchandise).
2. Si un fléau est raccourci de 20 % de sa longueur, on a £ = 0,8 x L et le
1
marchand a vendu au bout de 160 pesées : 80 x (ﬁ + 0, 8) kg, soit 164

3

kg, au lieu des 160 kg prévus.
11 a donc perdu 4 kg d’orge (soit environ 2,4 % de sa marchandise).
(t—1)°

1
/ > 0, il en résulte que ¢+ 7 > 2,

L 1
3. Posons t = 7 Comme t + n —2=
l'égalité n’ayant lieu que lorsque ¢ = 1.
1
Au bout de 2n pesées, la quantité vendue est n x (t + Z) , et cette quantité

est supérieure a la quantité prévue (qui est égale a4 2n) dés que ¢t > 1, c'est-
a-dire dés que L > 4.
Les fraudeurs sont donc toujours perdants.

Exercice n° 2

Enoncé

Périodes
On consideére la fonction f définie sur U'intervalle [0, 1] par :

flz) =2z si 0

N

T <

—_ DN —

1
fl&y=2—-2x =i §<x§

1. Représenter graphiquement la fonction f et montrer que si 0 < z < 1, alors
0< flz) < L.

Un nombre xy € [0,1] étant choisi, on fabrique une suite de nombres en

posant : 1 = f(xg), T2 = f(z1), T3 = f(x2) etc.
2. Ou l'on étudie quelques cas particuliers.

1
a) On pose zg = TR Montrer que la suite obtenue est constante a partir

de xTs.

2
b) On pose xq = —. Ecrire les 5 premiers termes de la suite obtenue et en

déduire la valeur de xaggg.



80 Olympiades académiques - 2007

¢) Peut-on trouver une valeur de zo telle que la suite de nombres se
répéte tous les 7 termes? tous les p termes (p étant un entier non nul
quelconque) ?

3. Montrer que si xg est un nombre rationnel, la suite de nombres est périodique
(c’est-a~dire qu’elle se répéte a partir d'un certain rang).

Solution 1

1) La représentation graphique est celle d'une fonc- |

tion affine par intervalle. Lorsque 0 < = < 3

1
0§2x§16t10rsque§<x§1,0§272x§1

donc lorsque x varie dans l'intervalle [0,1], il en est de (

méme pour f(z), ce qui assure la possibilité de fabri-
cation de la suite de nombres.
2) Etude des cas particuliers
) s 1 ) ) . . 1 1 1 1
a = — les valeurs successives so - — = — == -
1:502 IR v4ur u2 iv b ry = op, T2 =05, I3 = 6, T4 = 3,
rs=—,T6=2— —, 7 = —, ...d’on le résultat.
3 23 3 4
b) Si zg = o= 3 les valeurs successives sont z; = %2 = 211 = 1’
16 6 12 10 20 2
xr3 = ——:—,;[74:2——:—,;55: _——_— = —,
11 11 11 11 11 1
On constate donc que x5 = £g = £19 = + - Trg. Or 2006 = 2005+ 1 et d’aprés
o U 4
ce qui précéde, 2005 = To. On en déduit finalement xog0 = 1 = ITh
1 1
¢) Cherchons zg tel que 128 <z < o1 et que xp = z7. On peut par exemple
adopter le schéma suivant : 1 = 2z, ©9 = 4xq, 3 = 8xg, x4 = 16z,
x5 = 32xq, X = 649, et 7 = 2 — 128x9 = xq.
On en déduit zp = 129 qui convient. )
Procédons de méme si I'on veut que xz, = xp, on trouvera xg = Tror
2
Remarque : d’autres nombres répondent a la question comme xy = % 1

3) Posons xzg = L p < g. 1l existe, dans l'intervalle [0,1], ¢ fractions du type
q

k
— avec k = 1,2,...q. D’autre part, si = est un rationnel, f(z) aussi et a le
q

méme dénominateur que x. f(x) ne peut donc prendre qu’au plus ¢ valeurs et
la suite est donc nécessairement périodique.
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Solution 2 (avec calculatrice — A. Guillemot)

1). Représentation graphique.

Pour représenter graphiquement une fonction définie par intervalle, on utilise
la notion de booléen. Par exemple si j'écris Y1 = (X > 1 AND X < 3), la
représentation va valoir 1 quand la condition est satisfaite, 0 ailleurs.

Flotd Flotz Flots
;V1Eﬁx>1 and X3

“Ne=
Y=
“Ny=
“Veg=
“NME=

Appliquons cette possibilité au probléme proposé dans la fenétre [0; 1] x [0; 1].

Flokl FlatZ Flots
S IBZRCREA. 20 +(2
f%%)(ﬁ>@.5)
. e=

“Nir=
“My=
“Veg=
“NME=

La représentation graphique nous permet de dire tout de suite que

S0;1]) = [0 1].

2. Etude des cas particuliers.

L’utilisation de la commande Ans associée a la notion de récurrence permet
d’avoir directement tous les résultats en appuyant sur la touche ENTER. plu-
sieurs fois.

2.a) Si Ty — %
1-42 124
. B2A8333333 1,12
Y4 CANs 2 rFrac 178
1-24 1-3
1-12 273
16 273
1-3 273
[ |
1 1 1

O d _ 1 = = = 2 2
n a donc x1 = 24,552* 12,:63— 6,564— 3,565* 3,556* 3

Ce qui montre que la suite est constante a partir de zs.

2
2.b) Sl o — ﬁ
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2711 Y41 CANs 2 rFrac
1812121818 4-11
Y1 ANz 2 rFrac g8-11
4-11 &~-11
g-11 18-11
611 211
iG6-11 4-11
On ad 4 8 6 102 4
n a Oncxliﬁ,x27ﬁ,xgiﬁ,leiﬁ,xsiﬁ,xfsiﬁ”'8

Ce qui montre que la suite est périodique de période 5 donc zsgg7 = ITh

2.c¢) Recherche d’une valeur zq telle que la suite de nombres se répeéte tous les
p termes.

2
Remarquons que pour g = - la suite se répéte tous les termes. Cette valeur

correspond a la solution non nulle de ’équation f(x) = =.

RC
JEBBEEGAEY Y= GEEGGEEET

Représentons maintenant la fonction Y2(X) = Y1(Y'1(X)) et intéressons nous
a la premiére solution non nulle de ’équation Y2(X) = X.

2-9
Vi (Ans)FFrac
4,5
279
4,3
Int-tr's-e-cti-am.l 273
w=y =4
2 . -
— engendre une suite de période 2.

Représentons maintenant la fonction Y3(X) = Y1(Y2(X)) et intéressons nous
a la premiére solution non nulle de I’équation Y3(X) = X



Olympiades académiques - 2007 83

] aea
IA IA 2222222222
| Y1 CAns 2 vFrac
' 4,9
- 8-9
243
crsgction 4/9

2
— engendre une suite de période 3.

Y 3 est représentée par 8 segments de coeflicient directeur 8 et —8.
Son expression est :

1
Y3(X)=8Xsi0< X< =

8

Y3(X)=2—-8Xsi é <X < % ete.

La premiére solution non nulle de ’équation Y3(X) = X est obtenue en résol-
vant 1'équation : 2 — 8X = X, ce qui donne X = 2

Pour trouver une valeur qui engendre une suite de période 7, les résultats précé-

dents nous suggérent de résoudre 1'équation : 2—27X = X. On trouve X =

129
Vérifions que cette valeur répond bien a la question.
2129 ; 16-129
L B15503876 35,139
Yi1CAns2Frac /129
4,129 128,129
8,129 2-129
16125 4,123
LY B . 8,129

Pour trouver une valeur qui engendre une suite de période p, il suffit de ré-

soudre ’équation : 2 — 2P X = X. On trouve X = w1
Bien entendu il y a d’autres nombres qui répondent a la question. En particu-

lier certaines solutions de I’équation Y,(X) = X.

3) Posons g = Pon p < q. Les x,, engendrés par cette valeur peuvent s’écrire
q

sous la forme g (fraction non simplifiée) avec k < ¢

Soit A = xg, 1,2, ..., 2, (toutes ces valeurs ayant pour dénominateur g).

A contient ¢ + 1 éléments et les numérateurs ne peuvent prendre que g valeurs
possibles. Donc dans A il existe au moins deux éléments identiques, ce qui
entraine que la suite est périodique ou constante & partir d'un certain rang.



