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CRETEIL

Le candidat choisit de traiter deux exercices parmi les trois suivants.

Exercice n° 1

Enoncé

Des bulles de couleurs
Dans un trés grand récipient contenant de I’eau, on observe trois sortes
de bulles colorées, les unes sont formées d'un gaz bleu, d’autres d'un gaz
vert, la troisiéme catégorie d'un gaz jaune.
Ces bulles peuvent se cogner.
e Soit les deux bulles sont de la méme couleur, il ne se passe rien, elles
repartent chacune de leur coté.
e Soit elles sont de couleurs différentes, tout dépend alors de leurs
couleurs respectives :
¢ Si une bleue rencontre une verte, elles disparaissent toutes les deux
et donnent naissance immédiatement & quatre bulles vertes.
¢ Si une bulle jaune et une bulle bleue se cognent, elles disparaissent
toutes les deux et donnent naissance immédiatement & deux bulles
vertes.
¢ Si la rencontre s’opére entre une jaune et une verte, elles dispa-
raissent et donnent naissance immeédiatement & trois bulles vertes.
1. On a dans le récipient deux bulles jaunes, une verte, deux bleues.
Ecrire les états possibles du systéeme des bulles aprés une seule rencontre.
Si les rencontres se font au hasard, y a-t-il plus de deuz chances sur trois
qu’il y ait au moins trois bulles vertes aprés cette unique rencontre ¢

2. On suppose maintenant que, la composition en bulles dans le récipient,
est telle qu’a un moment donné, la différence 7, —n; ot n, est le nombre
de bulles vertes et n; celui de bulles jaunes est égal a I'entier d.
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a) Il se produit une nouvelle rencontre, que devient ce nombre ?

b) Au début de I'observation, on a dans le récipient 65 bulles jaunes, 26
bulles vertes et 35 bulles bleues.

Pourra-t-on aprés un nombre fini de rencontres, avoir autant de vertes
que de jaunes ¢

Si oui en combien de rencontres au minimum ? au mazimum ¢

Meéme question en enlevant dés le début de l'observation une bulle jaune.
3 . On suppose que le récipient contient suffisamment de bulles de chaque
couleur pour que les rencontres de tous les types puissent avoir lieu a
Pinfini.

Donner tous les gains possibles de bulles vertes aprés tous les types de
rencontres.

Quelles successions de rencontres donnent un gain de 12 bulles vertes ¢
Meéme question pour un gain de N bulles vertes.

Solution(P.L.H.)
1.
/ JJVBB si 2 bulles de la méme couleur
JJVBB/ JJVVVVB siBV
<—JVVVB si BJ

JVVVBB siJV

Il y a au moins trois vertes sauf si les deux bulles sont de méme couleur.
IIya (g) = 10 paires de 2 bulles dont (JJ et BB) de la méme couleur.

La probabilité d’avoir 2 bulles de méme couleur est donc 0= é < é
La réponse & la question est donc deux OUL

2.a) Si la nouvelle rencontre concerne

- deux bulles de méme couleur, n, — n; est inchangé;

- une bleue et une verte, n, — n; augmente de 3;

- une jaune et une bleue, n, —n; augmente de 3;

- une jaune et une verte, n, — n; augmente de 3;

2.b) On part de n, —n; = —39, multiple de 3 donc n, —n; = 0 si 13
fois il augmente de 3, ce qui est possible en 13 coups au minimum, mais
ce nombre de coups n’est pas borné si 'on tire toujours des bulles de la
méme couleur.

Si, par contre, n, —n; = —38, n, — n; ne sera jamais un multiple de 3
donc il ne s’annulera jamais.
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3. Le nombre de vertes & chaque rencontre peut

- rester inchangé,

- augmenter de 3,

- augmenter de 2.

Le gain est donc de la forme 3p 4+ 2¢ avec p, ¢ € N.

Onadp+2gq=12avecsoit p=0,q=6; p=2,q=3; p=4,q=0.
3p + 2g = N a des solutions si et seulement si N > 2.

Remarque : Exercice trés long (9 questions). Une question de probabilité.

Exercice n® 2

Enoncé

Les nombres ondulés

[) Si n est un nombre entier naturel tel que 0 < n < 10, on appelle

« nombre ondulé & n chiffres » un nombre entier naturel N satisfaisant

aux conditions suivantes :

e son écriture décimale utilise n chiffres non nuls tous distincts

e sia,b, csont trois chiffres apparaissant consécutivement dans cet ordre
dans l'écriture décimale de IV, alors, aucune des doubles inégalités
a<b<ceta>b>cn’est vérifiée.

Si, de plus, les n chiffres apparaissant dans ['écriture de N sont tous les

chiffres de 1 & n, on dit que NV est un « nombre ondulé primitif ».

Exemples :

Les nombres 1; 21; 132 et 4132 sont des nombres ondulés primitifs ; les
nombres 4; 17 et 827 sont des nombres ondulés. Par contre, 4213 n’est
pas un nombre ondulé, car on a 4>2>1.

1°) Ecrire tous les nombres ondulés primitifs & 1 chiffre, & 2 chiffres, & 3
chiffres et a 4 chiffres.

2°) On désignera par P, le nombre de nombres ondulés primitifs & n
chiffres. Déterminer P, P>, P53 et P,. Combien existe-t-il de nombres
ondulés a 4 chiffres construits avec les chiffres 3, 5, 8 et 97

Qu’observe t’on ?
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3°) Combien existe-t-il de nombres ondulés primitifs & 5 chiffres dont le
premier chiffre est un « 5 » 7 dont le deuxiéme chiffre est un « 5 » 7 dont
le troisiéme chiffre est un « 5 » 7 dont le quatriéme chiffre est un « 5 » 7
dont le cinquiéme chiffre est un « 5 » 7 En déduire Ps.

4°) Etablir une relation entre Pg et Pi, P», P3, Py et Ps. Calculer Ps.

IT) Dans cette partie, on s’autorise & utiliser le chiffre « 0 », I'écriture
d’un nombre entier naturel non nul ne commengant jamais par un « 0 ».
On appelle « nombre ondulé primitif avec zéro » un nombre ondulé a n
chiffres dont I’écriture utilise les n chiffres de 0 & n — 1. On désigne par
Zy, le nombre de nombres ondulés primitifs a n chiffres avec zéro.

1°) Déterminer 2y, Zo, Z3 et Zy.

2°) Si n est un nombre entier naturel strictement supérieur a 2, établir
une relation entre Z,,, P, et P, 1.

3°) Calculer Zs et Zg.

Solution

I-1° Une énumération exhaustive conduit a :
1;12,21;132,213,231,312 ;
1324, 1423, 2143,2314, 2413, 3142, 3241, 3412,4132,4231.

2° Onen déduit : P =1, Pb=2, P;=4, P, =10.

La bijection (3,5,8,9) — (1,2, 3,4) qui conserve l'ordre, transforme un
nombre ondulé utilisant 3, 5, 8, 9 en un ondulé primitif et réciproque-
ment ; il y a donc 10 tels ondulés.

3° Si le premier chiffre est un 5, le nombre s’écrit 5abed et on doit exclure
5>a>ba<b<c...

P,
abcd doit donc étre un ondulé primitif tel que a < b;il y a 74 =5 tels

nombres : 51324, 51423, 52314, 52413, 53412. Par symétrie, il y a autant
de nombres ondulés se terminant par 5.

Si le 2°™e chiffre est un 5, le nombre s’écrit : a5bed ; bed doit donc étre

P.
un ondulé utilisant les trois chiffres bed tel que b < ¢; il y a 73 = 2 tels
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ondulés et 4 choix possibles pour a, donc 8 tels nombres : 15234, 15342,
25143, 25341, 35142, 35241, 45132, 45231.
Il y a de méme 8 nombres dont le quatriéme chiffre est un 5.

Si le troisiéme chiffre est un 5, le nombre s’écritabded. 1l faut, et cela,
suffit exclure a < b et ¢ > d; il y a 4! = 24 choix possibles pour a
(et donc cd) et seuls le quart, soit 6 conviennent : 21534, 31524, 32514,
41523, 42513, 43512.

Finalement P; = 10+ 16 + 6 = 32.

5° Par le méme raisonnement, on trouve que le nombre d’ondulés positifs

de 6 chiffres
Ps

- dont le premier chiffre est 6 est —

P,
- dont le deuxiéme chiffre est 6 est 5—4

P
- dont le troisiéme chiffre est 6 est (g) 73

Par symétrie, les mémes nombres quand le sixiéme, le cinquieme et le
quatriéme est un 6. On en déduit :
Fs =P +5P;+10P; =32+ 50 + 40 = 122.

11-1°) Comme l’écriture d’'un nombre ne commence jamais par 0, il faut
exclure des ondulés obtenus en remplagant chaque chiffre a par ¢ — 1
dans un ondulé primitif ceux commengant par 0.

Ainsi abed est mis en bijection avec(a — 1)(b—1){(c — 1)(d — 1) si a # 1.
On en déduit :

Z =0
P
22:72:1 (10)

P
Z3 = P3 — 72 =3 (102,120,201)

P
Zy= Py — 73 =8  (1032,1203,1302,2031, 2130, 2301, 3021, 3120)

2°Comptons pour n = 3 les ondulés primitifs & n chiffres commencant

par 1. Ils sont de la forme labc... ot abe. .. doit etre ondulé & n — 1
Pnfl

chiffres tel que a > b; ils sont donc en nombre
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Pnfl

On en déduit Z,, = P, — 5

P,
3°) 25:135—74:32—5:27
P,
et 26:P6—75:122—16:106.
Remarque : Probléme intéressant et progressif, mais trés long (une

bonne quinzaine de questions!) et difficile pour qui ne maitrise pas les
récurrences.

Exercice n° 3

Enoncé

Le toboggan
Un parc d’attractions veut faire construire un toboggan selon le schéma
suivant :

Plate-forme

Echelle

Poutre de
renfort

S\

Longueur au sol

L’architecte se demande quelle sera la longueur exacte de la poutre de
renfort afin que la plate-forme soit paralléle au sol. Pour cela il étudie le
modéle géométrique du type suivant :

Plate forme

Poptre

Hauteur de
renfort

Longueur au sol

1¢T¢ Partie : Pour un toboggan de 20 métres de haut et de 40 métres
de longueur au sol :
Faire une figure a I’échelle 1/500.
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Justifier que la longueur de la poutre est 20v/2 métres.

2¢me Partie : Le toboggan commandé par le parc d’attractions doit faire
12 métres de haut et 30 métres de longueur au sol.

1. En faisant une figure a Péchelle 1/300, trouver géométriquement la
(ou les) position(s) possible(s) du bout de la plate-forme.

2. On note z la longueur de la poutre. Trouver la mesure exacte de la
poutre de renfort sachant que si 'angle du toboggan avec ’horizontale
excéde 55°, il ne répond pas aux normes de sécurité.

Solution
A B
A
20
Y :
O D C
- 40 >

Par Pythagore :

OB% = 0A% + AB?

0OC? =0B? 4 BC?

BC? = BD?*+DC? = 0A?+(0C? — OD?)* = OA?+(OC—AB)?
dott OB?=0OC.AB
ou OB*=0C?AB*=0C? (OB2 — OA2)

Premiére partie : OB* = 1600(0B? — 400)
ou OB* — 16000B? + 640000 = 0
ou (0B2 —800)* =0
OB? =800 et OB = /800 = 20v/2 m.
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Deuxiéme partie :

1)
A B, B,
O C
B doit étre sur la perpendiculaire en A a (OA) et sur le cercle de dia-
oc
métre [OC]; celui-ci coupe celle-1a en deux points By et Bg si OA < —
2) On a 2¢ — 900 22 + 126 600 = 0.
Soit 2 = 450 — /72900 = 450 — 270 = 180 et x1 = 6+/5
et x3 = 450 4+ /72900 = 450 + 270 et x5 = 12V/5
mais cette seconde racine ne convient pas car
e e 12 2
sin OCBy = sin COB; = — = — = 0,89444 > sin 55° ~ 0, 8192.

I \/5

La poutre de renfort mesure donc 6v/5 ~ 13,42 métres.

Remarque : Cet exercice, beaucoup plus facile que le précédent, est 4 la
portée d’un éléve de troisiéme. Son questionnement pratique est intéres-
sant.

Remarque générale de F. Lo Jacomo. Les trois énoncés, méme s’il ne faut
en choisir que deux, semblent d'une longueur disporportionnée & la durée
de I'épreuve.



