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Pavant pratiquée a age de 8 ans. en réponse a un calcul proposé par son
3 I ] g : I prog I
maitre d’école.

37) Apres des considérations sur la parité exposées dans la méthode 1,
. Jo Jacomo poursuit :
Prouvons inversement que tout entier pair n compris entre —5050 et
£50560 peut étre atteint par cette méthode. Par précaution, traitons sé-
parément les cas extrémes, triviaux, n = —5050 = —-1—-2 — ... — 100 et
__ wmam 2 o050 +n i _ T
n=>5050=14+24---+ 100. —a est strictement compris entre
Oet b0 =1+2+- ‘r—f—rlUU' : soit k le plus petit entier positif tel que
{424t (k1) < 5050 +n

5050 +
peut done écrire %ﬂ =1424---+(k—-1)+k—r,avec 1 < r < k.

Ce qui signifie que si Pon exclut » de la somme 1+2+--- + k, on obtient
2050 + n

(sinon & ne serait pas le plus petit), on

5 d'on :
n=2x(Q+2+--+(r-1)+{r+1)+---+k))—(1+2+---4100)
=1424+-+(r-1)—r+(r+1) - +k—-(k+1)—-.-—100

COMMENTAIRES (rédaction de la brochure)

Exercice trés intéressant a prtir d'une premiére question classique!

DEUXIEME SUJET ACADEMIQUE (Exercice n° 4)
ENONCE

1. Prouver que pour tous réels a et b, cos(a+b)+cos(a—b) = 2cos(a) cos(b).
2. Etant donn¢ un triangle ABC, on note Cy le cercle de centre A et pas-
gsant par C et Cy le cercle de centre B et passant par C.

Soit M un point de C; distinet de C. La droite (MC) recoupe Cs en E.
Construire M pour que le produit des distances CM.C' IV soit maximum.

M- C
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SOLUTION 1 (Equipe académique)

1. Pour tous les réels a et b, on a les formules :
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(bh)

et cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).

On a ainsi cos(a + b) + cos(a — b) = 2 cos(a) cos(b).

e

. p =K . : ;
2. Les angles sont orientés tels que ¢ = (CA.@) soit  compris

entre D et m. e

Soit a = ((Ei C_>A) avec a € }—g, % [ et b= (@ Cﬁ) avec b € ]—g g[
Alors OM = 2AC . cos(a) et CE = 2CB. cos(b) donc :

CM.CE =2AC.CB.(cos(a+b)+ cos(a — b))

——

Or, d’aprés la relation de Chasles : a +b+e¢ = (C'_Pvi @)

Plus précisément
Si C & [ME]|: a4+b+ec = 0 soit a+b = —c et cos(a+b) = cos(c) done
CM.CE a une valeur maximale de m; = 2AC.CB. (cos(c) + 1)
atteinte lorsque cos(a — b) = 1, c’est-a~dire lorsque M est sur la
bissectrice intéricure de K@T%;

- SiC e [ME]:a+b+e=msoit a+b=m—cet cos(a+b) = — cos(c)
donec CM.CE aune valeur maximale my = 2AC.CB. (— cos(c) + 1),
atteinte lorsque M est sur la bissectrice extérieure de ACB.

Reste a comparer m, et ms.
Or my > my < cos(c) > — cos(c) < cos(c) > 0.

Conclusion :
- Si Pangle ACB est aigu, CM.CFE est maximum lorsque M appartient
a la bissectrice intérieure de ACB
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—
Si 'angle ACB est obtus, C;@_.E-'E est maximum lorsque M appartient a
la bissectrice extérieure de ACB ;

- De fagon synthétique, la droite (CM) est la bissectrice des angles aigus
formés par les droites (AC) et (BC).

SOLUTION 2 (équipe académique)
On note J le milieu de [BC], ¢ I'angle ACB et f(M)=CM.CE.

1. Si C appartient au segment [ME] :

ME =MC+CFE

MC.ME = MC.ME

f(IM)=MC.CE = ﬁﬁ — MC?=MB? - MC?— BC?

MB? - MC? = zcﬁ\TT = ZC'—FE\H + Z(ﬁf\—f ou J est le milieu de
[BC].

F(M)=2CB.MX + 2CB.AC = 2CB.MA — 2CB.AC cos(c).
CmQGiﬁ—BC2:ﬁﬁﬁﬁ—ﬂﬁﬁﬁ:2ﬁ?@ﬁ+ﬂﬁ):ﬁﬁﬁﬁ
JIM)<K 20B.AC(1 — cos(c))

Considérons le point My sur C; tel que ;\Mi et HC}} solent colinéaires et
de méme sens.

F(My)=2CB.AC(1 — cos(c))

11 est immédiat que C appartient au segment |[M;E|. Le point M; réalise
donc le maximum dans ce cas.

2. 5i C n’appartient pas au segment [ME].
a) si E appartient an segment [MC|: MC = EC + MFE
MC.ME = MC.ME
fM)=MC.CE = MC? - MC.ME = MC? — MB? 4+ BC*
b) Si M appartient au segment [CE| : CE = MC + ME
MC.ME = —~MC.ME
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F(M)=MC.CE = MC? + MC.ME = MC? — MB? + BC?

F(M) 2ﬁ1¥+802—27‘3—@+zﬁﬁ < 2AC.BC(1 — cos(c))

Considérons le point My sur € tel que W_; et ’B—é soient colinéaires et
de sens contraire ([M;Ms] est un diameétre de Cy) :

f(M2)=2AC.BC(1 + cos(c)). 1l est immeédiat que C n’appartient pas au
segment [MoE].

Le point My réalise donc le maximum dans ce cas.

Conclusion :

— Si € est aigu, cos(c¢) > 0, le maximum est en M.
— Si € est obtus, le maximum est en M.
Si ¢ est droit, les points My et Ms réalisent le maximum.

SOLUTION 3 (Equipe académique)
Soient I le milicu de [CE] et H le projeté orthogonal de M sur (BC).
On a ainsi :

CM.CE sera maximum lorsque C'H le sera, (MH) sera tangente au cercle
Ci.
La parallele 4 (BC) passant par A coupe C; en deux points M; et M.

C—Tﬁi’—z (*—%aﬂpszlc_ﬁlc—l%"_z(,}fc

(AM, et BC sont colinéaires et de méme sens).

— Si ¢ est aigu, A se projette orthogonalement sur la demi-droite
|CB), le maximum est en Mo,.

— si ¢ est obtus, A se projette orthogonalement sur la demi-droite
(BC)\ [CB), le maximum est en M.

— si € est droit, A se projette orthogonalement sur la droite (BC) en
C, les points My et My réalisent le maximum.

COMMENTAIRES (par Henri Bareil)

1. Des considérations de géomeétrie trés élémentaire font le pont entre les
conclusions, formulées différemment, de la méthode 1 et des méthodes 2
et 3.
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2. La méthode 3 est superbe avec sa transformation du produit scalaire
par deux projections orthogonales dont 'une utilise le fait que le centre
d'un cercle se projette orthogonalement au milien de toute corde. Si bien
qu’au lieu de deux inconnues CM et C'FE, on transfére sur un probléme
a une seule a la réponse évidente.

3. Les couples (E, B) et (M, A) jouent des roles analogues. On aurait pu
construire E pareillement, en projetant sur (CA).

Les propriétés trouvées pour M solution sont analogues pour E solution
correlée.

Autre remarque de F. Lo Jacomo

(gui, dit-il, découle d’ailleurs immédiatement de 'expression avec les
cosinus)

Sil'on considére deux droites passant par C, perpendiculaires entre elles,
I'une recoupe des cercle en M et E, 'antre en M’ et E’, alors du fait de
I'angle droit, M et M’ sont diameétralement opposés sur un cercle, E
et E’ diamétralement opposés sur 'autre, et done (en produit scalaire)
((ﬁ + C—Ma) [(ﬁ + (Et') = C_l\i@—k C'ﬂr’C'_Et = fl@.(ﬁ., ce qui signifie
que la somme algébrique des produits est constante lorsque ces droites
perpendiculaires tournent autour de C.

ANNEXE

Statistiques :

169 candidats inscrits, tous de classe de Premicre.

de 20 lycées publics et de 4 lycées privés.

Seuls 127 ont composé, dans des centres offrant une bonne proximité.

PRIME :

Deux prix proposés au jury national :

1. Clément TOROMANOFTF, lycée Pothier, Orléans.

2. Pierre-Yves CLADIERE, lycée J. Monod, Saint Jean de Braye.
Dix autres distinctions, dont :

3. Fei LI, lycée J. Monod, Saint Jean de Braye.

4. Thomas BOUCHER, lycée S. Monfort, Luisant.



