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4, alors, soit a est divisible par 4, soit @ est le double d'un nombre impair
supérieur ou égal a 3. Dans les deux cas, on peut écrire a = da’ ol a est

impair > 3 ou @' = 4, et a toute chaine (a1, az, ... a,) commengant par
ay = a', on peut associer une chaine (day, das, ... day,) commencgant

par a = da’. La réponse est done oul.

COMMENTAIRES (essentiellement d’aprés F. Lo Jacomo)

C’est un joli escalier sur les triplets, avec, certes, beaucoup de marches
apportées d’emblée. .. Mais, dés que le theme de lexercice est choisi,
peut-on faire autrement que de décomposer?... A charge de se poser la
question : peut-on le faire moins?...La réponse est évidemment oui en
temps non limité et si on prévoil des petits coups de pouce a la demande.

A la question 1, les cas « a pair » pourraient étre regroupés, donc le cas
7 suivre le cas 3, mais peut-¢tre est-il intéressant de conjuguer le 7 avee
le 6...puisqu’il reléve du méme triplet simple ?

« La question 2, dit I. Lo Jacomo, est fondamentalement liée & la notion
de descente infinie ». ..

Dans la question 4, surgit une difficulté de notation : pourquoi, dans la
chaine, noter de la méme facon a; un dernier terme qui ne joue pas le
role des précédents ?

Et aussi une possible difficulté de vocabulaire : « supérieur a » s’entend
ici comme « supérieur ou égal a », ainsi qu’a "accoutumeée, contrai-
rement a « strictement supérieur a ». Ne pouvait-on le préciser 7

DEUXIEME SUJET ACADEMIQUE (Exercice n° 4)
ENONCE

st réliminaire : se place dans le plan.

1) Question préliminaire : on se place dans le plan

(Que peut-on dire des centres et du point de contact de deux cercles tan-
gents extérieurement ?

2) On se place dans l'espace.

a) Deux sphéres sont posées sur un plan horizontal. Elles sont de rayons
différents (a et b) et elles se touchent en un point T. Quelle est la hauteur
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du point T en fonction de a et de b?

b} Trois sphéres sont posées sur un plan horizontal. Elles sont toutes de
rayons différents. On sait que leurs centres sont alignés.

Calculer le rayon qui manque sachant que les deux autres rayons sont 10
et 15.

SOLUTION

1- Si les deux cercles ont pour centres O et O’ et sont tangents extérieu-
rement en M, la tangente en M est perpendiculaire a (OM) et a (O'M).
Donc O, M et O sont alignés.

2- a) Dans un plan vertical passant par les deux centres A et B et le point

de contact T, de hauteur ¢, comme AT = a et 3T = b, en considérant

t—ab—t & 2ab
soit —+-=2,1=
a b a a+b

b
est la movenne harmonique de a et b.

I'horizontale passant par T, on a :

b) L'alignement des centres oblige la sphére de rayon intermédiaire a étre
située "entre" les deux autres, ce qui correspond d'ailleurs au dessin de
I'énoncé. Soient A, B et C les centres des trois spheres, de la plus grande
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a la plus petite, T le point de contact des sphéres de centres A et B, et
U celui des spheres de centres B et C. (T € [AB| et U € [BC]J).

Les trois centres A, B, C des trois sphéres - et leurs points de contact T
et U - sont alignés sur une droite A qui coupe en O le plan horizontal.
Considérons 'homothétie H de centre O qui transforme la sphére de
centre C en celle de centre B. Le rapport de cette homothétie est b/c.
Cette homothétie H transforme U en T et donc la sphére de centre B
en une sphére posée sur le plan horizontal et tangente en T & celle de
centre B. S7l existait plusicurs sphéres vérifiant cette propriété, la pre-
sente question b) ne serait pas soluble. Mais la question a) prouve qu'il

en existe une seule, dont le rayon a vérifie — = 2 — E
a

. - * Lo - = (;' Ll -
Le rapport d’homothétie manifesté pour passer de B 4 A est 7 Do
)

a

- —J, soit b2 = ac.

b ;

Lorsque ¢ = 10 et a = 15, b* = 150 et b = /150
225

Lorsque e =10 et b =15, a = T 22.9
100 20

Lorsque b= 10 et ¢ =15, a = T

Remarque :
Si l'on ne dispose pas de 'homothétie, il v a licu de raisonner a partir de
considérations de géométrie plus éléementaires. Par exemple :

Méthode 2 :

0] K E 1 F I X
La figure ci-dessus propose des triangles rectangles. Ainsi :
AUJ (puisque UFE = EK = EJ, ...

UJT (puisque [UT] est diameétre....)
Dot (KU)//(JT), de méme (UJ)//(IT)

Dés lors des applications du théoréme de « Thales triangle » donnent
successivement :
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—avec OCK et OBJ : E = ﬂ
¢ OK oT
> D'on - = —
_avee OKU st 00D 22 = 9T ¢
e T 0K T o )
puis, de méme
. Ol )
—avec OIA et OJB: — = 2—
b 07 )
> ol - = —
avec OIT et OJU i = o7 ? o
:iV(.,(, f (%11 J 22 OJ’ == OL.T )
Donc S —}‘
&

Meéthode 3 :
Sooit & = OC.

. T+ce+2b+a
Avse OIA G OIR : 2 _ETrevad+e
b z+e+b
dotalz +e+b) =blz+c+ 20+ a)
z(a —b) = 2% + be —ac et = ---

Avec OJB et OKC : 9 _ETGrb

¢ T

d'ott b = e(x + ¢ + b)
rb—c)=c +bcet z=---
En ¢galant les deux expressions de @ ¢

(20% + be — ac)(b — ¢) = (¢ + be)(a — b)

soit, aprés développement et simplification : 6% = ac.

Méthode 4
Utilisons le a) du 2°.

2ab

T

Il

a-+b
2bc

De méme : UU' =
b+e
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TT" alb+ec)
UU'  cla+b)

D'on :

Or Dégalité OEU = OFT induit que les triangles rectangles UU'E et

S . ™Y TR
TT4F ont « méme forme » (sont « semblables »). Dol Ul — UB
Al ) J

— ‘_"-]E:‘:‘-‘-- — FF‘.F“‘-I‘:[_\:‘ —— —
Comme CEU = O‘ U ct BFT = OT, I'egalite CEU = BFT induit que

les triangles rectangles CEU et BET ont « méme forme » .

Dot TP BT b
= — = -,
MUE T oU T ¢
!
D’on = = 9 s0it M ¢'est-a-dire : g(b+ <} =h.
vu' ¢ cla+b) a+b

(Pest-a-dire, encore a(b + ¢) = b(a + b) soit ac = b.

COMMENTAIRES

e La question 1 peut sembler trop élémentaire pour ce type d’épreuves,
mais elle permet de clarifier une situation de base.
Si le probléme est proposé sans limitation de temps, il peut alors se ré-

sumer a la seule question b) du 2°, aménagée.

Comment construire la figure de la « Méthode 2 » 7

Partir de 'un des cercles, par exemple, le cercle de centre C tangent a
Ox. - Tracer la tangente (UE), E sur (Ozx).

- Utiliser E.J = EU. D'ou J.

- En déduire B.

- Etc. :on a T, puis F, puis I, puis A.

COMMENTAIRE GENERAL

Tels qu'ils étaient proposés, les deix sujets permettaient a tous les can-
didats de faire au moins « quelque chose », ce qui est encourageant.
Donnés sans limitation de temps, micux vaudrait qu'ils soient alors trans-
formés en sujets d’étude, de recherche, en supprimant pas mal de marches
d’escalier ou d’études initiales, quitte a ce que les éléves les rétablissent
d’eux-mémes. . .

Eléves primés Les deux meilleurs : Andrel Klochko et Loic Roisin.



