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Comme «; + fi = 90° alors a2 + f = 90°.
Et donc, D;C.B, est un angle droit.

Montrons que DC = CiB1.
Dans le triangle CBB:, J est milieu de [BC] et (JC:) est parallèle à (BB:)
donc C1 est milieu de [CB] et, par conséquent, CC1 — CB:
De la même manière, démontrons que DD; — D;C1.
D'autre part, les triangles DKD:; et CJC: ont un côté de même longueur
(CJ = DK) et leurs angles ont respectivement même mesure, donc ils
sont isométriques et on a DD; -CC:.
On en déduit donc que DC; —C;B.

On conclut que A1B;C:D; est un carré.

Calculons la longueur du côté de ce carré.
Dans le triangle rectangle DC1C, DC? + CC? = DC?.
Or DC; = 2 DC et C1C = DC, donc 5 DC? = DC? et, par
conséquent :

1 I

V5 Æ
2) D’après le théorème de Thalès dans le triangle DC:C,

L 1
DK = >= CC = —=.1 9 1 275

Il 1 1 CD
Donc aire (DD,K) = = x —> DCx — DC = —PME GERS V5 20
D'où l'aire des quatre triangles colorés est égale à — de Paire du carré

a * » s q:: + : = J
ABCD : elle est aussi égale à l’aire du carré A1B;:C;D:1.
Par le même procédé, on démontre que l’aire colorée à chaque étape est

1
donc une suite géométrique de raison — et de premier terme u1 — 5’

= (> ns nant. Il (:) 1 l 1
Sn =u+u+...+un=-—#—=-|1-|-n il 2 n 5 1 1 4 5

5
n 1

lim |[=} —0, donc l'aire de la partie colorée tend vers — de l'aire du
n—0c \ 5 4

carré ABCD.



A B

CD

I

J

K

L

A1

B1

C1

D1

E



A B

CD

I

J

K

L

A1

B1

C1

D1

O



180 Olympiades académiques - 2004

On peut aussi (remarque de F.L.J.) utiliser le fait que seul un carré est

invariant par une rotation d'angle 9°

Autre méthode pour la question 2 (par Henri Bareil)
Pour chacun des quatre triangles rectangles tels que A; AB, la partie

noircie en est le quart (triangles semblables de rapport 2)

Donc, en exceptant le carré central de la première étape, l’aire noircie
est le quart de l’aire considérée. Recommençons à l'étape suivante : pour
le carré qui avait été excepté, l'aire noircie est le quart de l’aire sans le
nouveau carré central.

D'étape en étape, le carré central à une aire qui peut être rendue aussi
voisine de zéro que l’on veut, la partie noiïrcie étant toujours le quart des
aires bordant successivement le carré central... Donc la partie noircie a
pour limite le quart de l'aire de ABCD.

COMMENTAIRE

Cet exercice, accessible de plusieurs façons, est donc intéressant.
Les diverses méthodes utilisables le sont elles-mêmes. Remarquons la
simplicité, pour la question 1 de la résolution par rotation. Encore vaut-
il mieux savoir, ce qui s’enseignait en Troisième voici peu, caractériser
les polygones réguliers par leur invariance dans telle ou telle rotation. .....

ANNEXE

1. Participation
178 candidats inscrits (129 garçons et 49 filles)
140 candidats présents (99 garçons et 41 filles).

Prix
Huit candidats « classés »
1%prix : Mathieu FRIMAT -Lycée Poincaré (Nancy)
2*prix : Thomas BIENKOWSKI - Lycée Fabert (Metz)
3°prix : Benoît WUCHER - Lycée Louis Vincent (Metz).


