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ACADEMIE DE LYON

D’abord un ezcellent préambule (Cf. aussi avant-derniére page de
Besancon,. . . )

Dans ces guatre exercices, toutes idées ou ¢éléments de démonstration,
g'ils sont intéressants et clairement rédigés, seront pris en compte, méme
g'ils ne conduisent pas a une solution.

PREMIER SUJET ACADEMIQUE (Exercice n° 1)
ENONCE

o

On dispose de 7 allumettes, toutes de méme longueur, qu'on assimilera
pour 'occasion & 7 segments de méme longueur, disposées comme indigué
sur le dessin.

La septiéme allumette n'a pas encore trouveé sa place. Trouver la valeur
de angle e pour que cette septieme allumette relic exactement Asg ot
Bs.

JO 0O, Ay, As et Ay sont alignés.
0, By, By et By sont alignés.

Et si on disposait de 2n + 1 allumettes, peut-on généraliser 7

SOLUTION 1

1. 1l s’agit d'un probléme d’angles que 'on peut résoudre assez rapide-
ment 4 aide du tableau suivant en n'utilisant que des triangles isocéles
dont les sommets sont les extrémités des allumettes.

triangle mesure en rad mesure en rad remargues

isacéle angles a la base angle au sommet

OB A, « T — 2a OB A, et OA;By
OA B, a T — 2 sont isomdctriques
BiAsBs m— (7 —2a) =2a T —4da B1AsBg et A1BoAs
ABaA; m—(m—2a)=2n T — 4o sont isomdétriques
B:AsBs | # — (7 —da) —a = 3a

AoBsAs | — (7 —4da) —a=3a




156 Olympiaces académiques - 2004

On a donc BoByAs = BsAszAs = 3o cdest-a-dire (alignement et ordre

des points sur les droites)OB3As = OA3B3 = 3o, Les angles du triangle

A30Bj3 ont comme mesures 3, 3 et « done 3o+ 3a + o = « d'on
T

o= —.

on

Conclusion : Pour que la septiéme allumette relie exactement Ay et By,

il faut et il suffit que o =

-1 3

2. Peut-on généraliser ce résultat ?
' . e w, - F
e 5’il v a 3 allumettes, le triangle OA;B; est équilatéral et o = 3
e S'il v a 5 allumettes (la derniére relie Ay & By, les triangles BjAsBs et
A;ByA, sont isocéles d’angles & la base 2ar, donc en utilisant les angles

; . g
du triangle AsOBs, 2a + 20 + o = 7, 'est-a-dire a = ;l

[

il semble done probable que, il y a 2n 4+ 1 allumettes, pour que 'on
puisse poser toutes les allumettes selon le procédé indiqueée et que la der-
T

niere allumette relie A, et B,,. il faut que o = ——.
" " 1 2n+1

La justification précise de ce résultat dépasse un peu les compétences
des éléves de premiére pour lesquels 1'usage des indices est encore peu
familier. Voici deux pistes.

1. Continuer le tableau
(voir page suivante)
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triangle mesure en radians mesure en radians
isacéle angles & la base angle au sommet
OB A ot OA; By « T — 2a
BiA2Bs et AjBoAS by (TF 2{1:') = 2a T —4da
B2A3By et AsBsAy by (T.' -'I(Zt:l a = 3a 7T — Beax
BzAyBs et AsByAs 7 — (7 —6a) —2a =4a T — 8a
BiAs;Bg et AyBsAg 7 — (m—8a) — 3a = ba 7 — 10«
Bro1AuBu m—(m—2(n—Da)— (n—2)a=na
el A, 1B A

Le tl‘ia.l'lglf:‘_. 0A,B,, est donc isocéle d'angles o, ne et ne, ce qui conduit
aa= ﬁ (attention aux troisiémes sommets des deux derniers tri-
angles, relier A, a B, par la derniére allumette revient a considérer que
A, = A, et By = By).

2. Prouver que la suite des angles d la base de ces triangles
isoceles est arithmétique.

Il faut admettre la symeétrie de la figure par rapport a la bissectrice in-
térieure de l'angle B;OA| (ce qui n'a jamais été nécessaire jusque 1a).
On note O = Ay et By. Les triangles isocéles By ApBrag et Ay BrAg
(1 £ k& € n) (On rappelle que Apyy = Ay et By = By,) sont isomé-
triques d’angles & la base x; et on a la disposition suivante :

En utilisant Vangle plat By 1B Bpys,

on obtient g + zgpo + (7 — 2xk1 = ) 50it Tk + Tpy2 = 2T

OU eNCOTe Tpy9 — Thy1 = Lpy] — Lk =+ =TLg — T = Q

La suite (xg) (1 € k € n) est done arithmétique de premier terme « et
de raison a, d’'on1 : x, = na.
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Avec les angles du triangle OA,B,, on a @ + na + na = , c’est-a-dire
T
S+ 1
SOLUTION 2 (de F. Lo Jacomo)

——— .

Le triangle OA1Bs étant isocéle, A1BoO = « (tout comme, pour la méme

raison, B1A2O, et BoA1A; = 20 = AyB;Bj Les triangles BjAyBj et

AByAy sont eux aussi isocéles, ByB1Ay = 2a = A3A By, B1AB; =
—_— — e b .

T — da = A ByAj, done B3AsAy = 3a = A3BsBj;. Si la septiéme

allumette relie exactement Az et Bs, les triangles A;BsAs et BoA3Bj
i i —— .—'—"""_‘"-—

sont_eux aussi isocéles, donc M}Bj = Ja = ByB; As. Mais comme

—

AQA;;BQ = 20 = BQBS-"\Q, AquAg = Ot = BgAng De sorte que la

somme des trois angles du triangle AsBsAs vaut 7e, tout comme la

gsomme des trois angles du triangle BaA3B3.

On en déduit que « doit étre égal & /7. Réciproquement, si @ = 7 /7,

en appelant Oy Uintersection de (ByAjz) avec (AsBjz), angle Amg

vau e oa = 57r/7 et par %\fm(*tri(’ le triangl&‘ 05 A3B3 est isocele, done

\gHg As = HgA;Hg /7, f\g A3B3 = B;B;!\g = 37 /7 ce qui prouve que

les triangles AsBsAs et BoA3Bj sont isoceles 1 AsBy = AoB3 = ByAj

— longueur de la septiéme allumette. La septiéme allumette relie exac-
tement Ag a Ba.

Le probléme se géenéralise aisément. Montrons par récurrence qu’en tout
point B; ou A;, AI_lB Bir = B;_lA A, = (i+1)a. Si c’est vrai pour
———
1 < k, alors A&_]Bg._Bk_z = A 1bg_sBg(triangleisocle) = (k — 1)e (hy-
pothése de récurrence).. De méme B;L.AkHA;.,_l = BpAp_ 1Ak = ka,
——— —
donc Ay 1BrAy 1 =7 — 2k, et Ag1BgBr 1 = (A + 1), ce qui achéve
la récurrence.
2 x " . e

Ala(2n | 1)éme allumette, on démontre comme ci-dessus : B, 0, 1A, =

—_— ™—(2n —1)a —_— T —
(2n — 1)a, done A, 1B A, = M (I - -
Pour que le triangle A, B, A, soit isocele, il faut et il suffit que ne =

T—o it
—, 501t ¢ = ———.
2 2n+1
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VARIANTE d’exposition par Henri Bareil

La symétrie par rapport a la bissectrice de 'angle crée d’autres triangles
isoceles OA;B; que ceux dis aux allumettes successives d'une méme che-
min (OB;AaB3A4. .. ) et reproduit les angles des A; en B;.
On cloture avec trois allumettes si et seulement si Bo—B; (identique-
ment : A; — Ay), c'est-a-dire OA;1DBy isocele d’angle & la base «, soit
Ja =
On cloture avec cing allumettes si et seulement si By = By, ¢'est-a-dire
0A,Bj; isocéle d’angle a la base 2. Soit be = 7.
Nous voyons apparaitre une loi de formation des angles successifs :
Angle extérieur en By du triangle OB As (soit yBoAg)

— angle intérieur en By du triangle OA2B3

angle intérieur du triangle OA3Bs.

D’ont angle extérienr en By du triangle OA3Bs (soit yBs fk;)

—angle intérieur en Ay +
Donc 4B, ﬂL; = yB;A, 4+ a. Idem pour la suite. .
Il s’ensuit qu'en ajoutant deux allumettes, on passe d'un triangle isocéle
de cloture de sommet O an suivant en majorant chaque angle a la base
de o, done la somme des angles de ce triangle de 2. Dot la suite arith-
mdétique.

COMPLEMENT, de Christine Fenoglio

: 2 T 1
Dans le cas o1 il y a 3 allumettes, cos - = —.

Dans le cas ot 11 v a b allumettes de longtmur l,
' 27
(O A; = 2f cos ?.. A1 Ay = 26 cos —
IJ

o)
T 2m

. 1
Or OA5. A1 Ay = 0OA, = ¢ d’on cos = —C08— = 3
‘) ‘)
Dans le cas on il y a 7 allumettes de longueur £
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2 3
OA; = 20 cos ; A1 A3 = 20 eos %T v Aa Az = 20 cos —;I
or OAs + Ao Aq = OAy done OAy — A1 Az + As Az = OA; clest-a-dire
2 3 1

s
COs — — CcOs — + Ccos ==
7 7 7 2

On peut aussi relier le probléeme a I'heptagone régulier comme le suggére
la figure ci-dessous :

-

S0

COMMENTAIRES

1. (transmis par Ch. Fenoglio)

« Trés peu de candidats sont arrivés an résultat o = il car ils n’ont pas
reconnu un probléme de mesures d’angles. mais ont essayé de "plaquer”
de la trigonométrie et la formule d’Al Kashi, ce qui aboutissait tres vite
a des formules inextricables et des équations trigonométriques insolubles
a leur niveau. »

Certains arrivent aux angles de mesures 2a et 3a, ce qui fait 90% du
travail, mais ne concluent pas avec le grand triangle OA3B35.

2. de Francois Lo Jacomo

J'al bien aimé ce premier exercice. d'une part parce qu’il s’agit de rai-
sonnements ¢lémentaires sur des triangles isoccles alors qu’a la lecture
de I'énoncé, on peut craindre des calculs trigonomeétriques compliqués,
d’autre part car il su#gére un appareillage astucieux permettant de com-

parer un angle a o] Pour n quelconque.

2n +

3. de I'équipe « brochure »

Trés bel exercice, facile a comprendre si (et seulement si7) on procéde
par étapes : cloture avec trois allumettes, avec cing,...Avec une belle



