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Avec les angles du triangle OA,B,, on à à + na + na = 7, c'est-à-dire
T

SET

SOLUTION 2 (de F. Lo Jacomo)
En

Le triangle OA: Bo étant isocèle, A1B20 = à (tout comme, pour la même

raison, B1A20, et B2A;A3 = 2a = A2B;B3 Les triangles B;A2B3 et
ae ï De SE, : RE TS ne

A1B2A3 sont eux aussi isocèles, B3B;A5 = 2a — A3A;1B», Bi, A2B3 —
OH a, ce" us de on

x — Aa — AjB2A3, donc B3A2A3 — 3a — A3B2B3. Si la septième
allumette relie exactement A3 et B3, les triangles A2B3A3 et B2A3B3

: à —, ; ie =

sont eux aussi isocèles, donc A2A3B; — 3a — B2B3ÂA3. Mais comme
En se Es ES ÿ re

A2A3Bo = 24 — B2B3 A», AB3A3 — — B2A3B3. De sorte que la
somme des trois angles du triangle A2B3A3 vaut 7a, tout comme la
somme des trois angles du triangle B2A3B3.

On en déduit que a doit être égal à r/7. Réciproquement, si & = x/7,

en appelant O2 l'intersection de (B2A3) avec (A2B3), l'angle A302B3
vaut 5a = 57/7, et par symétrie, le triangle OA3B3 est isocèle, donc
ne TRE nt Er ET, é ‘

A2B3A3 = B213B3 = 7/7, A2A3B3 = B2B3A3 = 37/7 ce qui prouve que
les triangles A2B3A3 et B2A3B3 sont isocèles : A3B3 — A2B3 — B2A3
— longueur de la septième allumette. La septième allumette relie exac-
tement A3 à B3.

Le problème se généralise aisément. Montrons par récurrence qu'en tout
5 DE TT rl qn j # :

point B; ou À;, A;:1B;B;21 = B;siA;A;:; = (i+1)a. Si c'est vrai pour
A eee 5 £

i < k, alors Az_1B£Bx-9 = Ax_1bg_2By(triangleisocle) = (k — 1)a (hy-
£ js ” a nu Eee

pothèse de récurrence).. De même B4Ay:1A%_1 = BrAg_iAys1 = ka,
a , EE nn. : à

donc Az_1BrAg31 = 7 —2ka, ct Agi1BeBgy1 = (k+1)a, ce qui achève
la récurrence.

‘ # . Ts
A la (2n | 1)ème allumette, on démontre comme ci-dessus : B,0,-1An =

ee r—(2n —1)c —— =(2n — l)a, donc A,_1ByA» = men )a et An_1AnBn = IT
Pour que le triangle A,,_1B, A, soit isocèle, il faut et il suffit que na —
T — @

2
, SO QG = ——,

| 2n + 1
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α=π/7
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