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DEUXIEME SUJET ACADEMIQUE (Exercice n° 3)
ENONCE

Dans cet exercice, on utilisera sans démonstration le résultat suivant :

BC AB AC
Dans tout triangle ABC, = = =~ = —
’ sin A sin € sin B

Dans un triangle ABC, la hauteur, la médiane et la bissectrice relatives
au sommet A partagent 'angle BAC en quatre angles de méme mesure
a.

1?) Exprimer, en fonction de a, les mesures de tous les angles de la figure.
2°) Quelles sont les mesures des angles du triangle ABC?

A

SOLUTION 1

19) Par hypothése, BAH = HAI = TAO = OAC = a. (On remarquera
au passage que 0 < a < %)

P e m 3 ; ;
(AH) est la hauteur issue de A donc ABH = — — a; ¢’est aussi la bis-

sectrice de 'angle BAT donc le triangle BAT est isocele et BIA = g — .

— T === T .
On en déduit que OIA = ) + a et que I0A = 5 2¢x. On obtient enfin
de la méme maniére AOC = 3 + 2a et OCA = 5 — Ja.

29) Dans les calculs précédents, le fait que (AO) soit une médiane n'a
; 1
pas été utilisé ; nous appliquons done la formule donnée en exergue dans
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les triangles AOC ¢t AOB, nous obtenons :

ocC 0A OB 0OA

— et ==
di ; T, e 2 o
sin gy (E . Ju) sin 3o iy (E = (r.)

Comme OB = OC, on voit que e est solution de I'équation sin « cos a =
sin Jev cos 3ax qui g’écrit anssi sin 2o = sin 6.

Cette derniére équation admet dans I'ensemble des nombres réels deux
familles de solutions du type : 6 = 2a+ 2kn ou 6cr = 7 — 2 + 2k7 soit

T T T e - -
o= k:§ o1l ¢ = g + kz o k désigne un entier relatif.

™ , 7
Comme 0 < a < T la seule solution acceptable est a = 3

—_— 3}
Le triangle ABC est donc rectangle en A, ABC = % et BCA =

ool =

SOLUTION 2 (de F. LO JACOMO)

Aprés une solution conforme & la structure de l'énoncé, F. Lo Jacomo
ajoute un traitement de la situation d’une rave élégance :

« Mais on peut aussi résoudre ce probléme sans utiliser la loi des si-
nus. Soit M le centre du cercle circonscrit & ABC (désolé pour les no-
tations : O est déja pris!)(Cf. figure ci-apres). Le triangle A\I(‘ est 1s0-
cele, l'angle au centre AMGC vaut deux fois I'angle inscrit AxBC, done
MAC = (n/2) — ABC = «, ce qui entraine que M appartient a (AQ).
Mais M appartient également a la médiatrice de |[BC|, qui passe par O,
et qui n’est pas la médiane OA (sinon celle-ci serait également hauteur et
bissectrice). Done M = O, ce gui signifie que Bl BC est un (hdnwtrf du cercle

circonserit, I'angle A est droit, a = /8, ABC = 31/8, etBCA = /8. »
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En voici une autre (par Henri BAREIL)
A

Pour le triangle ABC donné et son cercle
circonscrit de centre M, (AH) et (AM) re-
coupant le cercle en E et I’ respectivement,
le triangle EAF est rectangle en E, donc
(EF)//(BC) et l'arc BE est égal 4 'arc CF
D'on EKT:I = (F:'KEF , ce qui, compte tenu de
la disposition de (AOQ) et (AM) « a l'inté-
rieur » de B]TC‘ implique la coincidence de
(AO) et (AM). Ete.

Remargue : Dans le triangle ABC, démontré rectangle, (AH), symétrique
de (AQ) par rapport a (Al) est une « symédiane »

Une autre encore (par Paul-Louis HENNEQUIN)

La médiatrice de [BC| coupe le cercle circonscrit au milieu J de I'arc BC
ne contenant pas A, qui est aussi sur la bissectrice (AT).

On a ﬁ?) = Iﬁ = v

donc IJO = ]f\O et OJ =0A=0B = OC =

D’oit OCA = OAC = a et ABC =7 — 5o = E —aeta= 3

COMMENTAIRE (rédaction de la brochure)

Lexercice est intéressant, notamment par les diverses voies d'acces.

On peut, a cet égard, regretter la « fermeture » par la relation citée en
exergue. Ce « coup de pouce », peut-étre compréhensible lorsque le temps
est limité, ne devrait surtout pas étre donné d’emblée en temps libre!
Un logiciel de géométrie dynamique peut induire par « améliorations »
successives vers les égalités d’angles requises, une bonne conjecture.

Cet exercice a déja été proposé par Jean FROMENTIN en février 1996,
dans le « corol’aire » n® 23 de FAPMEP-IREM de Poitiers. Le Bulletin
Vert APMEP n° 456 en donne trois autres solutions, dont une,
sans texte, de Bruno Alaplantive.



