
O

O'

A4

A5

A6

A7

A8

A3

A2
A1 I



A

B
C

D

E
F

G
H



Olympiades académiques - 2004 119

SOLUTION 1

A )a) Le triangle A,O0’A2 est isocèle en O? car O’A, et O’A2 sont des
rayons du cercle, L'est le milieu de [A1 A2], donc O'T est la hauteur issue
de O”. Il en résulte que le triangle A,10° est rectangle en 1. De même le
triangle A10A2 est isocèle en O car les tiges sont de longueurs égales ;
OI est donc la hauteur issue de O. Il en résulte que A:10 est rectangle
en I.

b) sin A0'I = DA, et sin A1O1I = Dar O'A; | < OA; car la droite
(00°) étant orthogonale au plan de l’octogone, [OA,[ est l’hypoténuse

du triangle OO’A; rectangle en O’. Nous en déduisons a > .
é . s = ï T en, DE

La fonction sinus étant strictement croissante sur [0 : =. . A10'I, A,01
étant dans cet intervalle, car ce sont des angles aigus dans un triangle

A , A L

rectangle, nous obtenons AjO'!T > AjOI.
Les triangles A,O'’A5 et AjOA: étant respectivement isocèles en O et O°
avec I milieu de [A1A2], (OI) et (O'T) sont les bissectrices respectives des

mn mm,

A10A5
Las

TS, SO ts A0: ——angles A1OA2 et A10'A5, d'où A,OI = age et AO'I =
AO! > A\OT donc A0 Es A0".

c) Les huit angles au centre de l’octogone régulier sont tous égaux à
a : . ,

A10'A, et leur somme vaut 2x. Les huit angles de sommet O formés par
deux tiges consécutives du parasol sont tous égaux à 4,0 42. Leur somme

PE SD : y S Ga, . RE ET

8 A10 2 est donc inférieure à 8 A10' A). il en résulte que 81,0 A2 < 27.

B) Désignons par O le centre d’un polygone régulier à n sommets. Les
triangles Az_,OA%; et AkOAZ:, sont isocèles en O avec 4;_,OAx =

ArOAg4 = = il en résulte que Az_1 AO = AjO Ag = 3 (x = ae).
_— ES , a 27% .

d'où Ax-1AgAgy1 = 2A4-1Ax0O = 7 — —. Ceci étant valable pour cha-
n

cun des sommets du polygone régulier.

b) Reprenons la démonstration faite en A) avec le parasol et l’octogone
régulier, dans le cas où il y aurait p tiges et où les extrémités forment
un polygone régulier à p sommets. Les angles au sommet dont sont

: T
issues les arêtes ont pour mesure rx — — et sont au nombre de p. Alors

n



O

Ak-1 Ak+1

Ak
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tants de A, et A2. L'ensemble des points équidistants de A, et A: est le
plan médiateur de [A1 A2|, plan perpendiculaire à (A; A2), ce qui signifie
que toute droite de ce plan (notamment OI et FT) est perpendiculaire
à (AA). Le plan du polygone, perpendiculaire au piquet, étant sup-
posé passer par O?, centre du polygone, OI est l’hypoténuse du triangle
rectangle OO'T, au, OI > O'I. Dans les triangles rectangles OIA et

O’IA:. tan A1O01 = ee < ne = tan A10'I, donc A,O1 < AjO'T : les
a ” & ee + > + EsA0; sont tous égaux à 2.410017, leur somme est donc inférieure à la

ii .

somme des A;0'A;:1 qui vaut 27.

B - Si un polygone convexe a n sommets, soit O un point quelconque
intérieur au polygone, que l'on relie à chacun des sommets du polygone.
On obtient n triangles, la somme des angles de chacun de ces triangles
vaut æ, donc la somme des angles de ces n triangles vaut nr. Or cette
somme est égale à la somme des angles du polygone plus la somme des
angles en O, laquelle vaut manifestement 2x. Il en résulte que la somme
des angles du polygone vaut (n —2)r. Si en outre le polygone est régulier,

ces n angles sont égaux, et ils sont tous égaux à: = = {1-—)7.
n n

2Dire qu'en tout sommet du polvèdre, les p angles de mesure (: — +) TT
ni

ont ut Sorumne inféricure à 27 équivaut à dire que (: — +) < 2, SOIT
ni

2 1
1 — — < —, où encore — + — > —.

np nm p 2

Si n — 3 (faces triangulaires), on doit avoir — > 6’ donc p < 6, ce qui

fournit trois polyèdres : pour p = 3, le tétraèdre, pour p = 4, l’octaèdre
et pour p = 5, l’icosaèdre.

Si n = 4 (faces carrées), on doit avoir — > donc p < 4 : une seuleë
p À

possibilité, le cube (p = 3).

ji n — 5 (faces peutagunales), on doit avoir — > 10 derrière pos-
P

sibilité, le dodécaèdre (p = 3).

Par contre, pour n > 6, on devrait avoir — < 3°? < 3 ce qui n'est pas
P


