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un triangle ABC susceptible de lui donner naissance, cela sans

savoir si un tel triangle existe:

— ou bien (2) on connaît le triangle PQR construit à partir d’un
triangle ABC effacé et il s’agit alors, sachant qu'il y a une solution,
au moins une, de retrouver le triangle ABC ;

Dans le cas (2), comme il y à, à coup sûr, une solution (au moins une) on
est sûr que, dès que la condition nécessaaire est réalisée, elle est suffisante.

Point n'est besoin de « synthèse ».
Par contre, dans le cas (1), la synthèse s'impose. Le corrigé fourni ci-
dessus se place donc dans ce cas. Peut-être l'énoncé devrait-il s'y situer
plus nettement. .....

Evidemment la formulation (2) permet une dévolution plus générale du
problème, plus tôt et à plus d'élèves...

DEUXIÈME SUJET ACADÉMIQUE (Exercice n° 2)

ÉNONCÉ

Soit AA... A, un polygone convexe à n côtés. Soit B1B2...B, le poly-
gone dont les sommets sont les milieux des côtés du polygone A; A2... An.
On cherche à étudier le rapport de l’aire de A1A9...A, à l’aire de
B1B2...Bn.
1) Etude du cas des polygones réguliers :
Démontrer que si A1A2 , est un polygone régulier, alors B1B2...B,
est un polygone régulier et calculer le rapport des aires de A1A°...A,
et de BB: B, en fonction de n.

2) Etude de polygones convexes quelconques :

a) Etude du cas n — 3. Démontrer que le rapport des aires de
A1A2A3 et B1B2B3 est constant et calculer ce rapport.

b) Etude du cas n = 4. Démontrer que le rapport des aires A1 A2A3A4
et B1B2B3B4 est constant et calculer ce rapport.

c) Ce rapport est-il constant pour tous les polygones convexes à 5
côtés ?

SOLUTION 1

1- Soit AjA°... A, un polygone régulier : les points sont sur un même
cercle de centre O ; chaque côté intercepte un angle au centre de mesure
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1

cos2(r/2)
de [A4A:]), que ce soit en utilisant la question précédente ou en invo-

être égal à - Or si B; est le milieu de [A;A;,1] (B4 le milieu

1
quant l’homothétie de rapport à qui transforme A4 en B4 et A2 en B1,

le triangle B4A1B1 a pour aire le quart de l’aire de A4A1A2. De même,
l

(B2A3B3) — 3% (A2A3A4),

donc la somme (B4A1B1)+ (B2A3B3) — FC A7AGAU)
et, pour la même raison, (B1A2B2)+ (B3A4B4) — FAN).
On en déduit que l’aire de B1B2B3B4 qui n'est autre que A1A2A3A4
privé des quatre triangles B;_1A;B;) est toujours égale à la moitié de
l'aire de A1A2A3A4.

€) Si ce rapport était constant lorsque n = 5, on aurait, comme précé-
demment, en appelant (A) le pentagone A1A2A3A4A5 et (B) le penta-

gone B1B2B3B4B5, aire(B) cos? Lx aire (A). Or, déformons le penta-
gone (A) en plaçant A3 infiniment res de A2 et A4 infiniment près de A5,
B2 sera lui aussi infiniment près de A», B; du milieu de [A2A;] et B1 de
A5. Le pentagone (A) sera infiniment voisin d’un triangle A1 A2A5, et le
pentagone (B), infiniment voisin d'un trapèze B1A2A;B; dont l'aire vaut

à " ge T F Amanifestement 3 aire (A) — cos? 5 ri aire (A). Si le rapport des aires
était constant pour tout pentagone, il resterait égal à cette constante,
méme dans le cas limite, ce qui n’est manifestement pas vérifié.

On peut également étudier un pentagone qui ne soit pas cas limite, par
exemple celui du c) de la solution 1.

COMMENTAIRE (rédaction de la brochure)

C’est un exercice de bon aloi, facile au départ, logiquement moins à la
dernière question, au c) du 2. Et ce c) a le mérite de souligner la vertu
démonstrative éventuelle d’un contre-exemple. Ici, il n’est pas très aisé
d'en trouver qui soient simples : mais la recherche, qui doit diminuer
le nombre de variables, est fort instructive... Les trois contre-exemples
proposés ne sont évidemment pas les seuls possibles... Aux imaginations
de se déployer.

Il va de soi que l’utilisation d’un logiciel de géométrie dynamique capable
d'évaluer des aires change la nature du problème.


