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ÉNONCÉ

Un ensemble IE de nombres entiers positifs ou nuls possède les deux propriétés sui-
vantes :
a) Chaque fois qu'un nombre x appartient à IE, on est sûr que 2x3 + 2 appartient à E.
b) Si x et y sont deux éléments de IE, leur différence, si elle est positive ou nulle, est
aussi un élément de IE.

1) Dans cette question, on suppose que 2 est un élément de IE :
• montrer que 18 appartient à IE,
• montrer que 0 appartient à IE,
• est-ce que 2002 appartient à IE?

2) Dans cette question, on suppose que IE contient au moins un élément (que l'on ne
précise pas). Est-ce que 2002 appartient à IE?

SOLUTION
1) • L'application de la propriété a) donne 18 ∈ IE.
• L'application de la propriété b) donne 2 – 2 = 0, donc 0 ∈ IE.
• Peut-on atteindre rapidement 2002 par 2x3 + 2?

Oui pour x = 10.
Reste donc à savoir si 10 ∈ IE.
Comme 18 ∈ IEet 2 ∈ IE, par b) : 18 – 2 ∈ E, soit 16 ∈ IE.
De même 16 – 2, 14 – 2, 12 – 2, et voilà : 10 ∈ IE.
Donc 2002 ∈ IE.

2) Soit p un élément de IE.
L'application de b) donne p – p = 0, 0 ∈ IE.
En appliquant a) à 0, on obtient 2 ∈ IE, ce qui ramène à la question 1.

COMMENTAIRES
1) L'ensemble énoncé-solution nous a été aimablement communiqué par
Abderrahim OUARDINI qui précise ceci :
« J'avais soumis ce problème au comité d'Olympiade sous la version originale :

« Soit IE une partie non vide de l'ensemble des entiers naturels qui vérifie les
propriétés suivantes :
i) Si x ∈ IE, alors 2x3 + 2 ∈ IE.
ii) Si x ∈ IE, y ∈ IEavec x O y, alors x – y ∈ IE.
A-t-on 2002 ∈ IE? Justifiez votre réponse. »

Académie de Nice

Olympiades académiques de première - 2002 89


