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ÉNONCÉ

On considère sept points d’un disque de rayon 1 dont les distances mutuelles sont
toutes supérieures ou égales à 1. Prouver que l’un de ces points est au centre du
disque.

SOLUTION 1

Une solution « évidente » est la configuration hexagone régulier dans laquelle un
point est au centre du disque et les six autres répartis comme les sommets d’un
hexagone régulier sur la circonférence du disque. Cette solution définit six régions
dans le disque, une des régions devra contenir au moins deux points. A l’intérieur
de chaque région si on veut placer ailleurs qu’au centre du disque deux points à une
distance supérieure ou égale à 1 ; il faut les placer confondus avec les sommets de
l’hexagone à la frontière avec les régions adjacentes. Nous ne pourrons placer de
cette façon là que 6 points, ces six points étant sur la circonférence la seule façon de
placer le septième est de le mettre au centre du disque.

Variante de présentation, par Pierre ANDRIEU :

Soient donc 7 points du plan M1, … , M7 .

J'en fais les centres de 7 disques de rayon
.

La conclusion « distances mutuelles supérieures
ou égales à 1 » se traduit par une configuration où
les disques sont, soit extérieurs, soit tangents exté-
rieurement. Par exemple : 

Il est clair que, dans le cas de la première figure,
les centres M1, … , M7 ne peuvent être enfermés
dans un disque de rayon 1. Il faudrait que la confi-
guration soit plus condensée. Or, la forme la plus
condensée est la suivante : 

Les 7 disques sont  tangents. Dans  ce cas, six
centres sont les sommets d'un hexagone régulier, sur
la frontière d'un disque de rayon 1, le septième point
est le centre de ce disque.
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