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ÉNONCÉ

Victor est un écrivain très prolifique. Chaque année, il écrit un nouveau recueil de
poèmes qui a la particularité de posséder un poème de plus que le recueil de l'année
précédente. En 2002, après la publication de son dernier ouvrage, son éditeur lui fait
remarquer que le nombre total des poèmes qu'il a écrit depuis son premier recueil
est exactement égal à 2002.

Pouvez-vous dire en quelle année Victor écrivit son premier recueil de poèmes et
combien de poèmes celui-ci comprenait ? (Il y a peut-être plusieurs solutions).

SOLUTION
Notons p le nombre de poèmes du premier recueil et n le nombre de recueils
publiés.
On a donc :
p + (p + 1) + … + (p + n + 1) = 2002  ⇔      np + 1 + 2 + … + n – 1 = 2002

⇔     

⇔     n (2p + n – 1) = 4004 [1]

ce qui montre que n est diviseur de 4004.

Or  4004 = 22 × 7 × 11 × 13.

Cela fait beaucoup de diviseurs de 4004 ! (On démontre qu'il y en a 3 × 2 × 2 × 2
soit  24, ce que l'on peut expliquer, en Première, par exemple avec un « arbre »).

Peut on réduire le nombre de diviseurs envisageables ?

Remarque 1 :

On peut remarquer que n et 2p + n – 1 sont deux diviseurs de 4004 de parité diffé-
rente puisque leur différence (2p + n – 1) – n = 2p – 1 est impaire. Donc si n est
pair, 2p + n – 1 est impair.

Mais si n est pair, on peut écrire  n = 2q et [1] devient :
2q (2p + n – 1) = 4004 soit  q (2p + n – 1) = 2002.

Comme 2002 est pair et 2p + n – 1 impair, il est nécessaire que q soit lui-même pair.
Et donc, si n est pair, il est aussi nécessairement un multiple de 4.

[N.DL.R. : Un élève de TS irait évidemment plus vite, puisqu'il saurait que 4,
divisant n (2p + n – 1) et étant premier avec (2p + n – 1) lorsque n est pair, doit
diviser n].

n (n – 1)
2

np + = 2002
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