
ACADÉIVHE DE VERSAILLES 

ÉNONCÉ 

Dans cet e.Ji.:ercice, n désigne un entier naturel non nul. 

1) Démontrer que l'équation x" + x2 +x- 1 =0 admet une unique solution positive, 
que l'on notera u,. 

2) Montrer que pour tout élément de lN*, on a : 0 ~ u,., ~ a, où a est la solution 

positive de l'équation x2 +x - 1 =O. 
13) Montrer que pour tout n élément de on a : + - fi)(un + -)=O.
a 

4) En déduire que la suite (u 11 ) converge et déterminer sa limite. 

5) Montrer que la suite (u11 ) est croissante. 

SOLUTION 

1) Démontrons que l'équation x" + xL + x- 1 == 0 admet une unique solution positi­
ve, que l'on notera un. 


On pose f (x) = -~' +x + x- I. f est dérivable sur IR avec = nxn-! + 2x + 1 > 0 

si :r > 0 donc f est strictement croissante sur IR+ . 


f est dériYab.·le et stricten.lent croissante sur [0 ; Ill do.nc f réa-lise une bijection de 

.f(O) == -1 et .f(l) = 2 [0; 1] sur !-1 ; 2] 

Or 0 E [- I ; 2] donc l'équation f<x) = 0 admet une unique solution un sur [-1 ; 2]. 

Donc l'équation x" + +x- l = 0 admet une unique solution un sur IR+. 

2) Montrons que pour tout élément de lN*: 0 ~ nn ~a, où a est la solution positive 

de l'équation x2 +x- 1 =O. 

- l - l -JS ,, . l . - .x2 +x-- l a pour racines x1=-- et x7 =----:-_.,-- : 1umque so utwn pos1t1ve 
- L., 

r-.=­
' . 1 - l +-,J"lde cette equat10n est c one a= --,--::_ . 

"­

Ainsi f(a) = an + a? + a- 1 = an > 0 donc, puisque fest strictement croissante 

sur IR+ : u,, <a. 
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