
ACADÉlVHE DE TOULOUSE 

ÉNONCÉ 

17 désigne un entier naturel non nuL 

Soit l'équmion (E) :x+ x2 + ... + xn = 1. 


Démontrer que, pour tout entier naturel n, l'équation (E) admet une seule solution 
réelle positive. 

On note rn ce nombre réel positif solution de (E). 

Existe-t-il un entier naturel n tel que r < 4-? 
n / 

Existe-t-il un entier naturel 17 tel que r, < 0,51? 

r ' . '1 . . 1 1 l '1 ., -20 ' :x1ste-t-1 un enner nature. n te que r 11 < -2 + U 'r 

Ce problème est inspiré d'un énoncé proposé dans le SAUSER. Terminale C, 
Editions Ellipses. 

SOLUTION 1 
(abrégée) 

Pour n = 1 : (E) s'écrit x= l. 


Pour n =2: (E) s'écrit x2 +x 1 =O. Une seule solution positive : .., 

L., 

En posant : f 11 (x) =x+ x2 + ... +x" définie sur [0 ; +oo[ ; est strictement crois­

sante et dérivabk ; j 11 (0) =0 et ) = n d'où l'existence et l'unicité . 

. - -' {1\Du fan que fJ-r = 1 -­ , il ne peut exister de terme de la suite r inférieur à J/2. 
. "'\ 2) 


.. . 51 c .
f,(0,5l)"" ~~ (l- 0,5 d l à J, d'où l'exis­ont _a limite est --. ~CCl est 
49 

tence. 

r5 est le premier terme inférieur à 0,51. 


fn+l = 1 + (r , donc la suite est décroissante. 


Sur [0 ; l L l'équation (E) équivaut à : =2x- 1 . 


..,( 1\ 0'111Donc, pour n :;,: 5 : 4. \'n - 2-l < ,J 
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Il . . l l 0 :)jn 1020ex1ste un entJer nature n te que 2 <. 

. f' . ' 1 l()-20Par exemp le, r6 g est m eneur a +2 

SOLUTION2 
(détaillée) 

1) Pour n = l, l'équation (E) s'écrit :x= 1. 


Pour n ~ 2, soit f 11 ia fonction polynôrne définie sur IR par 

n 

n ~ p
=x+·x + ... +x =k..x 

p-=-1 

f, es! dérivable, strictement croissante sur [0 ; += [, fn (0) = 0 et fn(') = n > 1. 


Donc l'équation = 1 admet une solution unique sur ]0 ; l [. 


Comme f 11 est strictement croissante sur [0 ; += [, = 1 admet une solution 


unique sur [0; +oo i. On note r 11 cette solution, qui appartient à JO; 1[. 


1-x" (i\ 1 
2) Pour x différent de 1, on peut écrire =xl-x .Alors fn~-i}= 1- -::-;~ < 1 

-11 [pour tout n ~ 2, r, E_l 2 , I . 

On peut remarquer que dans J~ . l [ • .f,, = 1 équivaut à x- =l-x qui équi­

vaut à = 2.t ·- l. 
Ce qui montre que rn est l'abscisse du point d'intersection de la courbe représentati.­

ve de la fonction .:r H x"' 1 et de la droite d'équation y = 2x l. A l'aide de cette 
interprétation , on peut voir graphiquement que la suite de terme général r, est strie­

'- . 1 (' . . l ,. , d tement Ctecrmssante et converge vers .2. .e qm renseigne sur es reponses a onner 

aux deux dernières questions . 

. f·O.;;ll Sl,(' .J =·-·-- 1 1 - 0 " dont la limite en +oo est %~ > 1 d'où l'existence d'un 3) 11 , , ' 49 , ,.J 

entier n tel que rn < 0,51. A la calculatrice, on trouve que r4 > 1 > r 5. 


Le calcul confirme que lr11 est une suite strictement décroissante. En effet, 


fn+l ""f,Jx) + donc 1 = fn ) = fn+l ) = ) + . Par suite, 


") > fn ) donc rn > rn+l et est une suite strictement décroissante. 

Donc r5 est le premier terme inférieur à 0,51. 
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4) Sur [0; 1[ l'équation (E) équivaut à x"H = 2x- 1. Donc 2~11 - ;) = (r"/+1 . 

Par suite, pour n ?: 5, - ~) < 0,51 11 

..,, . 

. n 0 "!( .-20 
Comme hm 0.51 = 0, il existe donc un entier naturel n tel que ~ < 10 

n ___.,. +o:J L 

l -'0 par exemple, r 68 < 2 + 10 ~ . 

Remarques: 

1) Sachant que pour tout n?: 2, 0 < (r11 )n+l < r2n+l et comme r2 E JO; 1[, on peut 

conclure avec le théorème d'encadrement que lim = O. 
n ---;,+= 

Comme (r11 )n+l = 2 r11 -- 1, on peut alors en déduire que (r11 )nElN* est une suite 

lconvergente vers --'---. 
2 

2) Au programme (Mai 1991) de l''' Sne figure que le résultat: sl 0 < q < J, alors 

l. n+ 1 0 L 'l' · d l l l'1m = . . es e eves ne pouvment one pas ca cu er 1m 
n--> n--'7+m 

Par contre, à l'aide de l'interprétation graphique donnée plus haut, ils pouvaient 
« visualiser » le comportement de la suite et avaient donc ainsi des rensei­

gnements sur les réponses à apporter aux deux dernières questions de l'exercice. 
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