SOLUTION

Dans le triangle ABC, posons :

ACB=ux, ?BE = 2x (en degrés).
Ainst :
BAC = 180° — 3x et sin(180° - 3x) = sin 3.

Dioh : $i03x _sin2x _ sinx
BC = AC ~ AB

AC
Donc .;Hx = An soit 2cosx= B ct
BC  sin{2x+x) sin2xcosx+sinxcos2x s ¥ (2cosx — 1)
T = ? = : =COSX + T
AC sin 2x 510 2% 2smxcosx
BC 5 cosx I AC AB _ AC - AB°
e = 2L08 X - = e
AC " T 2Cosx  ABAC | AB.AC
soit BC.AB = AC? - AB*.

Onendéduit:  AC?=AB(AB + BO).

AB, AC et BC sont des entiers, AC étant le plus petit possible (AC = 2).

e SIAC=2 AB(AB + BC) = 4 imiplique AB = ! et BC = 3, impossible car
Vinégalité triangulaire n'est pas respectée

*S1AC=3 AB{AB + BO) = 9 implique AB = 1 et BC = 8, impossible car
T'inégalité triangulaire n'est pas respectée.
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*SiAC=4 AB(AB + BC) = 16 implique AB =1 et BC = 15 ou bien AB =2
BC = 6, impossible car I'inégalité triangulaire n'est pas respectée.

*SiAC=5 AB(AB + BC) = 25 implique AB = 1 et BC = 24, impossible car
l'inégalité triangulaire n'est pas respectée.

*SiAC=6 AB(AB + BC) = 36 implique :
AB =1 et BC =35 (impossible car 35>6+ 1),
ou bien AB =2 et BC = 16 (impossible car 16 > 6 + 2),
ou bien AB=4 et BC =5.

Ceci fournit la solution car l'inégalité triangulaire est vérifiée.

On trouve : AB=4km,AC=6kmet BC=5km.

Une variante de la correction
par Henri Bareil

Une autre méthode pour obtenir AC2 = AB(AB + BC).

1) Je traduis le fait que [BM) est bissectrice :

Soit [BM), M sur [AC], la bissectrice de ABC .
D'apres une propriété de la bissectrice déja implicable dans le sujet national n°2 :

MA = MC donc = MA +MC c'est-a-dire = __AC
AB BC AB + AC AB + AC

2) Je traduis le fait que 6=x et /]§ =2x:
MC BC

Dans le triangle BMC ou BMC est le supplément de 2x, —— = — ,
sin x sin 2x

alors, dans le triangle ABC, AB _ _AC

sinx  sin2x

MC _ AB

Dou: — = .
BC AC

3) En conjuguant 1) et 2), AB = AC .
AC AB+AC

Ce qui entraine : AC2 = AB(AB + AC).
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