
ACADÉMIE DE NANCY-METZ 

ÉNONCÉ 

Soit ABC un triangle de périmètre P, d'aire S. Son cercle inscrit a pour rayon r, pour 

périmètre P', et pour aire S'. 

1) Démontrer que : 


S S' -=­
p P' 

2) On suppose que le triangle ABC est rectangle et que les longueurs de ses côtés 
sont des nombres entiers. Démontrer que rest également entier. 

SOLUTION 

1) Notons I le centre du cercle inscrit au triangle ABC. L'aire du triangle ABC est 
égale à la somme des aires des triangles !AB, IBC et lAC. On obtient alors : 

S r
2S=P.r =-p=T 

d'autre part, 

S' r 
2S' = 2rt? = P'r => P' = 2 . 

L'égalité est donc établie. 


2) Supposons, par exemple, que le triangle ABC soit rectangle en A. Notons a, b, c 

les longueurs des côtés [BC], [AC] et [AB] respectivement. 

D'après la question 1), on a : 


r _ 2S _ be _ be (b + c-/il"±2) 
- P - b + c +)b2 + c2 - (b +ci- b2 - c2 

_ bc(b+c-~) _ b+c-~ 
- 2bc - 2 

Il suffit donc de montrer que b + c - )b2 + c2 = b + c- a est pair. (c'est un entier 

par hypothèse). 

• si 	b et c sont pairs, alors a 2 = b 2 + c 2 est pair et a l'est également ainsi que 
b +c-a. 

• si b etc sont de parités différentes, alors a2 est impair, ainsi que a, et (b + c) -a 
est pair en tant que différence de deux nombres impairs. 

• le troisième cas 	(b et c impairs) est impossible, en effet, si b et c sont impairs, 
b2 + c2 est pair mais non multiple de 4 et ne peut être le carré d'un entier: 
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