
ACADÉMIE DE MONTPELLIER 

ÉNONCÉ 

Trouver les fonctions f de ]0 ; +=[ vers ]0 ; +=[ qui vélifient : 
• Pour tout x strictement positif et pour tout y strictement positif: 

f(xf(y)) = 
• lim f(x) = 0 

\:··....;>+= 

On détenninera progressivement des propriétés de f permettant de trouver toutes les 
solutions. 

SOLUTION 1 
"officielle" 

Pour tout réel positif, (xf(x)) est invariant par .f. Il existe donc au moins un réel a 
invariant ; si a est invariant, on montre en utilisant la formule qu'il en est de même 
de l'inverse ct des puissances de a . Si a est différent de 1 ct invariant, une des deux 

suites a" ou (..!:... " tend vers l'infini et la limite de fen plus l'infini ne peut pas être 
\u 

nulle, ce qui montre que seul 1 est invariant et que pour tout x, xf(x) = 1 et donc 
l 

aue )'(x)=-·.1 x 

SOLUTION 2 
(Pierre Andrieu) 

• Si x= y= J, on a f(f(l)) =f(l). 


Posons .f(l) =a. On obtient : f(a) =a., a est point fixe pour f. 


o Si x = 1, y =r.t, on a f(f(a)) = o:f(l) f(a) = cJ..Z 


Par suite, a 2 = ()( d'où a= l = 0 exclu par hypothèse). 


• Y a-t-il d'autres points fixes k ; f(k) =k? 
-Si k > 1 avec x= y= k f(kf(k)) = kf(k) 

f(k2)=k2 

et par récurrence =kn (nE lN*) 

Niais lim k" =+=, , ce qui contredit le fait que lim f(x) = 0. 

-->-+.f'.«J (-;) += 
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