SOLUTION 1

“officielie”

Pour tout réel x positif, (x f(x}) est invariangt par f. Il existe donc au moins un réel o
invariant ; st o est wvariant, on monire en utilisant la formule qu'il en est de méme
de l'inverse et des puissances de a . Si ¢ est différent de 1 et invariant, une des deux
\
suites ¢” ou 1\.}.}\ tend vers l'infini et la limite de f en plus l'infini ne peut pas étre
a

nulle, ce qui montre que seul 1 est invariant et que pour tout x, x f{x) = 1 et donc

i i
ve flx) = -

SOLUTION 2

{Pierre Andrieu)

eSix=y=1Lonaf(f(1)=f(l).

Posons f{1) = . On obtient : fey=a., o est point fixe pour f.
*Six=1,y=a,0na fro)) =afh floy =
Par suite, o?=0o dolla=1(0=0exciu par hypothdse).

* Y a-t-il d'autres points fixes &k ; fk) = &7

-Sik>1 avecx=v=k  flhflin=%kjk)
FEH =k
et par récurrence f(k™) =&" {(ne IN¥)

Mais mk = 4ee, | ce qui contredit le fait gue lim f(x)=0.

—> +0 s = Foo

68 Olympiades Acaddmiques de Mothématigues - 2001



-Sik<1 k" -»0et lim f(K")=0.

n = too
Contradiction aussi, car I'nypothese lim f(x) = 0 entraine lim f(x) = +oo
X —> 400 x—0
En effet : F&fo) =y f).

Fixons x ; posons X = x f(y)
Si y— +eo, alors X=xf(y) — Oet yf(x) — +eo.
Ce qui se traduit par :

lim £(X) = + oo

X-0
Conclusion : Seul k = 1 est fixe pour f.

Pour terminer, avec y =x :
F&f)=xf(x)
xf(x) est fixe pour f donc x f(x) =1

1
fx)=—
Commentaire :

Contrairement aux trois autres exercices, il me semble qu'il y a eu le souci de propo-
ser aux €leves une « recherche progressive des propriétés » de f, donc de la solu-
tion.

Reste a savoir si ces derniers auront été capables de progresser en choisissant pour x
et pour y des cas particuliers intéressants.

On ne s'intéresse plus vraiment, a I'heure actuelle, aux relations fonctionnelles, ni
aux quantificateurs, alors je suis un peu sceptique quant a la réussite a cet exercice.
Dans les sujets nationaux, la situation proposée est moins abstraite- ce qui ne rend
pas les sujets plus faciles - .

SOLUTION 3

On remarque que pour tout x, x f (x) est invariant par f. L'idée est de montrer que
seul 1 est invariant.
Si avet B sont invariants, f(of) = f(of(B)) = Bf(a) = Bot. donc off est invariant.
* Siaestinvariant : f(1) = f(1/o. f(o)) = o f(1/a) donc f(1/0) = f(1)/o

1= o) f(o) = f(o.f(1/a) = f(o. . f(1)/a) = f(f(1) = f(1)

donc  f(l/or) = 1/0.
S'il existe un réel a différent de 1 et invariant, onpeut construire une suite croissante
tendant vers I'infini d'éléments invariants : n — a”" ou n — (1/)", ce qui est en

contradiction avec lim f(x) =0, donc 1 est le seul invariant et pour tout x,
¢ —> foo

fx)= —)IC-
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